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Resumen
Este trabajo inicia con una presentacio´n del desarrollo histo´rico que han te-
nido los nu´meros primos, continu´a con el estudio de conceptos, propiedades
y teoremas que han sido esenciales para abordar en la actualidad problemas
como el de encontrar nu´meros primos conformados por gran cantidad de d´ıgi-
tos, o el de factorizar nu´meros naturales, tambie´n e´stos con gran cantidad de
d´ıgitos. Como desenlace, despue´s de hacer un ana´lisis de lo que la escuela de
hoy se propone con nu´meros primos y factorizacio´n de naturales, se presen-
ta una cartilla sobre el tema, disen˜ada para que estudiantes que cursan los
grados quinto, sexto y se´ptimo (Ciclo III), puedan adentrarse al mundo de la
factorizacio´n prima de nu´meros naturales, conecta´ndose con aplicaciones co-
mo la criptograf´ıa y haciendo uso de software dida´ctico durante el desarrollo
de las actividades que all´ı se proponen.
Palabras Clave: Nu´meros Primos, Criptograf´ıa, Teorema Fundamental de
la Aritme´tica.
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Abstract
Historical development about prime numbers is presented in this paper, follo-
wed by concepts, properties and theorems wich nowadays are very important
for finding big prime numbers or factoring big natural numbers. After perfor-
ming an analysis that the way the concepts of prime number and composite
number are teached in different cycles of the education, some deficiencies has
been detected in such process. In order to solve such deficiencies is presented
a handbook; this handbook has been designed in such a way that the third
cycle students will approach to the world of prime numbers and factoring of
natural numbers, by means of applications such as cryptography and using
didactic software during the development of proposed activities.
Keywords: Prime Numbers, Criptography, Fundamental Theorem of Arith-
metic.
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Introduccio´n
El estado actual de los conocimientos sobre nu´meros primos, ha permiti-
do desarrollar te´cnicas para el dominio de la seguridad informa´tica; se usan
grandes nu´meros primos para el desarrollo de sistemas de seguridad como
el criptosistema RSA, gracias a que mediante avances de la tecnolog´ıa in-
forma´tica, se han puesto en marcha me´todos ingeniosos para resolver dos de
los grandes enigmas histo´ricos que se han planteado al rededor del estudio de
los nu´meros naturales: determinar si un nu´mero es o no primo y determinar
los factores primos de cualquier nu´mero natural [[36], [44]].
Desde la antigu¨edad muchos matema´ticos han estudiado con esmero los
nu´meros primos y la descomposicio´n de nu´meros naturales en factores pri-
mos, obteniendo importantes resultados [17]. Actualmente, algunos eruditos
en el tema, siguen encontrando y sorprendie´ndose con nu´meros primos de
magnitud muy grande.
Hacia el an˜o 300 a.C. gracias a Euclides, se conocio´ que existen infinitos
nu´meros primos, pero au´n en nuestros tiempos, no se ha determinado una
sola fo´rmula que los genere a todos. Sigue siendo un misterio incluso encon-
trar la descomposicio´n en factores primos de nu´meros grandes, especialmen-
te cuyas descomposiciones, corresponden a nu´meros primos con magnitudes
igualmente grandes, lo cual evidencia un panorama abierto para la investi-
gacio´n y la curiosidad acerca de los nu´meros primos [[16], [37]].
Actualmente se conocen varios me´todos para encontrar nu´meros primos o
descomponer nu´meros compuestos en factores primos. Los me´todos en gene-
ral se aplican de manera muy fa´cil en nu´meros pequen˜os, pero a medida que
se aumenta la cantidad de d´ıgitos de los nu´meros a clasificar, se vuelven ma´s
complicados y poco conocidos; solo funcionan con modern´ısimos programas
de co´mputo [36].
En el contexto de la escuela, dado que en Colombia los curr´ıculos escolares
se organizan a partir de lineamientos gubernamentales, en lo correspondiente
a ensen˜anza y aprendizaje de los nu´meros primos es poco lo que se propone
y de lo poco que se tiene, no se evidencia una intencio´n espec´ıfica de acercar
a los educandos al concepto y uso de nu´meros primos, con miras hacia el
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estado actual de la investigacio´n que sobre el mismo tema ha alcanzado la
humanidad [[20], [30]].
Se pretende entonces con esta propuesta, iniciar un ana´lisis del acercamiento
del contexto real escolar con el contexto cient´ıfico y matema´tico del mundo
actual, en lo relacionado con la factorizacio´n prima de nu´meros naturales.
Se espera propiciar una reflexio´n en relacio´n a cua´nto y co´mo deber´ıa la
escuela acercar a los estudiantes al conocimiento de los nu´meros primos y la
descomposicio´n factorial de nu´meros naturales.
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Cap´ıtulo 1
HISTORIA DE LOS
NU´MEROS PRIMOS
En este cap´ıtulo se muestra el desarrollo histo´rico que han tenido los nu´meros
primos; se inicia con los relatos que los historiadores han logrado hacer sobre
lo ocurrido desde el siglo V antes de nuestra era, continuando con el per´ıodo
comprendido entre el siglo XVII y el siglo XIX, para finalmente concluir con
los avances frente al hallazgo de nu´meros primos grandes y las te´cnicas que
se han desarrollado para ello en el siglo XX y la actualidad.
1.1. Antigu¨edad
Desde los tiempos antiguos de Grecia, en la e´poca de Pita´goras de Samos
y su escuela (600 a.C - 300 a.C), los matema´ticos se interesaron de manera
profunda en el estudio de los nu´meros primos y sus propiedades, al igual
que de los llamados nu´meros amigables y de los nu´meros perfectos; todos
caracterizados de manera suficiente a partir de la determinacio´n de sus divi-
sores. Comprend´ıan claramente la idea de nu´mero primo; ya ten´ıan suficiente
avance en el concepto de divisibilidad y por lo mismo, sab´ıan que un nu´mero
primo era aquel que contaba con solo dos divisores diferentes (1 y el mismo
nu´mero en consideracio´n) [[2], [4], [28]].
Hacia el an˜o 300 a. C, el griego Euclides habr´ıa escrito sus Elementos y
mostro´ all´ı varios de los resultados importantes sobre los nu´meros primos que
habr´ıan sido probados por matema´ticos que le precedieron y por e´l mismo[7].
En el libro IX demuestra que hay infinitos nu´meros primos [21]; tambie´n
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demuestra que todo nu´mero entero se puede expresar de una u´nica manera
como producto de nu´meros primos (Teorema Fundamental de la Aritme´tica)
[28]. En general, Euclides desarrolla la teor´ıa que se necesita para comprender
y apreciar la primalidad, en los libros VII, VIII y IX de sus Elementos.
Tambie´n en Grecia, pero hacia el an˜o 200 a. C. aparece la genialidad de
Erato´stenes (Cirene 276 a. C - Alejandr´ıa 194 a. C) con un me´todo para
generar nu´meros primos a partir de una seleccio´n desde una lista de nu´meros
enteros positivos; la Criba de Erato´stenes [28].
Un escrito de Nico´mano de Gerasa (Gerasa, actualmente Jerash, Jordania:
60 - 120), titulado Introduccio´n a la Aritme´tica, fue considerado el primer
trabajo en el que se separa la aritme´tica de la geometr´ıa. Fue libro de texto
durante toda la edad media y all´ı se revelaba buena parte del trabajo de
Euclides en relacio´n con nu´meros primos, amigos y perfectos [13].
En el siglo IX Thabit ibn Qurra (Haran, actual Turqu´ıa 836 - Bagdad 901), a
quien se le debe la traduccio´n al a´rabe de las obras de Euclides, Arqu´ımedes,
Apolonio y otros matema´ticos griegos, se le atribuye el descubrimiento de
una regla mediante la cual se hallan nu´meros amigos. La regla consiste en
que si
p = 3× 2n−1 − 1
q = 3× 2n − 1
r = 9× 22n−1 − 1
son todos nu´meros primos (p, q y r), entonces los nu´meros 2n×p×q y 2n×r
son amigos (n es un nu´mero entero) [45].
1.2. Siglo XVII a Siglo XIX
Histo´ricamente aparece un gran vac´ıo en lo que a nu´meros primos se refie-
re, desde la e´poca de los griegos mencionados, hasta la aparicio´n en el siglo
XVII del france´s Pierre de Fermat (Francia: 1601 - 1665), quien profundiza
en el estudio de nu´meros primos; realiza algunas demostraciones y deja como
legado una serie de proposiciones sin demostracio´n, pero importantes y sofis-
ticadas sobre nu´meros primos: Suma de Dos Cuadrados, Pequen˜o Teorema
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de Fermat (teorema 2.32), U´ltimo Teorema de Fermat (teorema 2.33), entre
otras [[17], [28]]. Ideo´ un me´todo para la factorizacio´n de nu´meros grandes,
con el que demuestra que 2027651281 = 44021× 46061 (ver seccio´n 2.3.2) y
conjeturo´ que los nu´meros de la forma Fn = 2
2n + 1 eran todos primos. Los
nu´meros as´ı generados se han conocido desde entonces, como los Nu´meros
de Fermat y se presentan en la seccio´n 2.3.1. Adema´s, Fermat redescubrio´ la
fo´rmula de Thabit ibn Qurra para calcular nu´meros amigos, presentando a
partir de e´sta el par de nu´meros amigos 17296 y 18416 (1636) [45].
Para la misma e´poca (1638), mediante una carta dirigida a Mersenne, Rene´ Des-
cartes (Francia: 1596 - 1650) explica que ha conseguido el tercer par de nu´me-
ros amigos: 9363584 y 9437056.
Hacia 1644, poco antes de su muerte, Marin Mersenne hab´ıa presentado los
nu´meros de la formaMn = 2
n−1, los cuales se estudiara´n con detenimiento en
la seccio´n 2.4. A principios del siglo XVIII, el matema´tico Christian Goldbach
(Rusia, antes Prusia: 1690 - 1764), conjeturo´ que todo nu´mero par mayor que
2, puede escribirse como la suma de dos nu´meros primos; la conjetura en la
actualidad sigue siendo uno de los retos de la teor´ıa de nu´meros, pues au´n
cuando se ha verificado para los nu´meros hasta 4 × 1014, nadie ha logrado
demostrarla[32].
Tambie´n en el siglo XVIII Leonhard Paul Euler (Suiza: 1707 - 1783), rea-
liza buena parte de sus primeros trabajos en teor´ıa de nu´meros, basa´ndose
en los trabajos de Fermat. Euler desarrollo´ algunas de las ideas de este ma-
tema´tico pero descarto´ tambie´n algunas de sus conjeturas [19]. Hacia 1739,
logro´ refutar la proposicio´n de Fermat, probando que
F5 = 2
25 + 1 = 232 + 1 = 4294967297 = 641× 6700417
En la seccio´n 2.3.3 se muestra como lo hizo. Euler demostro´ el Pequen˜o Teore-
ma de Fermat, el teorema de Fermat sobre la suma de dos cuadrados e hizo
importantes contribuciones al teorema de los cuatro cuadrados de Joseph
Louis de Lagrange. Tambie´n definio´ la funcio´n ϕ de Euler, la cual cuantifica
para todo nu´mero entero positivo n, el nu´mero de enteros positivos menores
o iguales a n y coprimos con n (seccio´n 2.5). Ma´s tarde, utilizando las pro-
piedades de esta funcio´n, generalizo´ el Pequen˜o Teorema de Fermat a lo que
se conoce como el Teorema de Euler. Contribuyo´ de manera significativa al
entendimiento de los nu´meros perfectos, tema que fascino´ a los matema´ticos
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desde los tiempos de Euclides, y avanzo´ en la investigacio´n de lo que ma´s tar-
de se concretar´ıa en el Teorema de los Nu´meros Primos. Los dos conceptos se
consideran teoremas fundamentales de la teor´ıa de nu´meros, y sus ideas pa-
vimentaron el camino del matema´tico Carl Friedrich Gauss. En el an˜o 1772,
Euler demostro´ que 231− 1 = 2147483647 es un nu´mero primo de Mersenne.
Esta cifra permanecio´ como el nu´mero primo ma´s grande conocido hasta el
an˜o 1883.
Finalizando el siglo XVIII y a inicios del XIX, Sophie Germain (Francia: 1776
- 1831) demostro´ el u´ltimo Teorema de Fermat, pero para un caso particular
que inclu´ıa exponentes divisibles entre cierta clase de primos, conocidos luego
como Primos de Sophie Germain: Si p es primo y 2p+1 tambie´n, entonces el
par de primos p y 2p+ 1, son Primos de Sophie Germain, clasificacio´n va´lida
para primos diferentes de 2 (impares) [32].
Johann Carl Friedrich Gauss (Alemania 1777 - 1855), entre los variados apor-
tes que hizo en diferentes ramas de la matema´tica, hacia sus 17 an˜os diri-
gio´ sus esfuerzos a completar lo que a su juicio, hab´ıan dejado a medias sus
predecesores en relacio´n con la teor´ıa de nu´meros. Su pasio´n por la aritme´tica
fue muy grande y duro´ toda su vida; se reconoce como de su autor´ıa la frase
“La matema´tica es la reina de las ciencias y la aritme´tica es la reina de las
matema´ticas.” [11]
Hacia 1801, publico´ Disquisitiones Arithmeticae con seis de sus ocho seccio-
nes dedicadas a la teor´ıa de nu´meros (la u´ltima seccio´n no fue publicada
por asuntos de presupuesto) [9]. Lo ma´s sobresaliente de lo realizado en sus
cap´ıtulos sobre teor´ıa de nu´meros es quiza´ el concepto mismo de congruen-
cias, pues a partir de congruencias es que se va esquematizando el estudio
de la teor´ıa de nu´meros para pasar de ser una serie o cu´mulo de resultados
anecdo´ticos, a convertirse en una rama de las matema´ticas tan importante
como el ana´lisis o la geometr´ıa.
Gauss logra una demostracio´n del Pequen˜o Teorema de Fermat y ya cerrando
sus escritos de Disquisitiones, logra hacer uso de los nu´meros primos para de-
mostrar un resultado muy importante acerca de las construcciones con regla
y compa´s; el problema de construir con regla y compa´s pol´ıgonos regulares
de n lados [11]; descubre as´ı una estrecha relacio´n entre los nu´meros de Fer-
mat y las mencionadas construcciones geome´tricas: Un pol´ıgono regular de n
lados es construible con regla y compa´s s´ı y solamente si la descomposicio´n
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en factores primos de n es de la forma 2r×p1×p2×p3× ...×pk siendo r ≥ 0
y los pi primos de Fermat. Sobre el particular se profundizara´ en 2.3.3.
Tambie´n Georg Friedrich Bernhard Riemann (Alemania: 1826 - 1866) hace
su aporte a la investigacio´n sobre la teor´ıa de nu´meros primos por medio
de la conocida como Funcio´n zeta de Riemann, la que resultar´ıa de su in-
tere´s en el trabajo desarrollado por Euler y que publico´ en su ma´s ce´lebre
ensayo, el publicado en el an˜o 1859 sobre el nu´mero de primos menores que
una cantidad dada. Uno de los problemas abiertos ma´s importantes de la
matema´tica contempora´nea es la Hipo´tesis de Riemann, por su relacio´n con
la distribucio´n de los nu´meros primos [40].
Durante la segunda mitad del siglo XIX, se desarrollan los estudios sobre
teor´ıa de nu´meros de Franc¸ois E´douard Anatole Lucas (Francia: 1842 - 1891),
estando entre lo ma´s reconocido, lo relacionado con las sucesiones generali-
zadas de Fibonacci; llego´ a formular una ecuacio´n para obtener el n-e´simo
te´rmino de algunas de ellas sin tener que desarrollar o conocer los te´rminos
anteriores. Hizo un estudio bastante avanzado sobre aspectos de la teor´ıa de
nu´meros primos y fue as´ı como llego´ a descubrir un me´todo para compro-
bar la primalidad de los Nu´meros de Mersenne. Con este test de primalidad
logro´ probar que 2127− 1 es un Nu´mero Primo de Mersenne, el mayor primo
conocido hasta mediados del siglo XX, con 39 d´ıgitos [40].
2127 − 1 = 170141183460469231731687303715884105727
1.3. Siglo XX y Actualidad
En la primera mitad del siglo XX, el trabajo de Derrick Henry ”Dick”Lehmer
(Estados Unidos: 1905 - 1991) complementa de manera muy significativa los
estudios de Lucas, mejorando su test de primalidad de Nu´meros de Mersenne,
ahora conocido como el Test de Lucas Lehmer [10].
Lehmer participa como pionero de la programacio´n de ordenadores para
obtener ca´lculos nume´ricos variados, iniciando con el proyecto de ENIAC
(ENIAC: Electronic Numerical Integrator And Computer o Computador e
Integrador Nume´rico Electro´nico).
Paul Erdo¨s (Hungr´ıa: 1913-1996) publico´ durante su vida cerca de 1500
art´ıculos, casi todos en coautor´ıa con alguno de casi 500 matema´ticos de
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la e´poca; algunos de los art´ıculos plantean problemas o resultados del estu-
dio de la teor´ıa de nu´meros. Tuvo ocasio´n de trabajar con Lehmer, Hardy
y otros matema´ticos de renombre, pues sol´ıa viajar, visitar matema´ticos y
construir teor´ıas, problemas y soluciones que eran la base de sus art´ıculos
(Se dice que fue prol´ıfico en la elaboracio´n y publicacio´n de sus art´ıculos,
solo superado por Euler en nu´mero de pa´ginas escritas, pero en efecto, Erdo¨s
escribio´ mayor cantidad de art´ıculos) [23].
Hacia 1951, con solo la ayuda de una calculadora de escritorio, Ferrier supera
el record de Lucas y obtiene la prueba de que (2148 + 1)/17 es un nu´mero
primo, que excede en cinco d´ıgitos al encontrado 75 an˜os atra´s por Lucas.
(2148 + 1)/17 = 20988936657440586486151264256610222593863921
Durante el siglo XX en la misma medida en que se iban desarrollando las
ma´quinas de computo (ordenadores), se fueron desarrollando diferentes pro-
gramas o software especializados en ca´lculos, y desde luego se hicieron muchos
para el ca´lculo de nu´meros primos, pues desde 1951 se empieza a ver la com-
patibilidad del Test de Lucas - Lehmer con las ma´quinas de ca´lculo, y en
ese mismo an˜o se empiezan a encontrar nu´meros primos a partir de ca´lculos
realizados por computadores. 1951 termina con un record de nu´mero primo
con 79 d´ıgitos, 1952 con un primo de 687 d´ıgitos y para 2008 ya se ten´ıa el
registro del Nu´mero de Mersenne M43112609 con 12978189 d´ıgitos [49].
Uno de los resultados ma´s importantes del momento es el aporte hecho por
Andrew John Wils (Inlgaterra: 1953), quien logro´ hacia 1994 demostrar la
conjetura de Taniyama Shimura la cual condujo directamente a la demos-
tracio´n del U´ltimo Teorema de Fermat; la conjetura de Taniyama Shimura
ba´sicamente consiste en que cada curva el´ıptica puede asociarse un´ıvocamen-
te con un objeto matema´tico llamado forma modular. Si el u´ltimo teorema
de Fermat fuese falso, entonces existir´ıa una curva el´ıptica tal que no puede
asociarse con ninguna forma modular [[22], [25]].
En los recientes an˜os del siglo XXI, han sido desarrollados otros test de pri-
malidad; pueden tener cara´cter aleatorio (probabil´ıstico) o determin´ıstico.
En el primer caso, se trata de test de primalidad que filtran los nu´meros com-
puestos, dejando una alta probabilidad de que los nu´meros que no clasifiquen
como compuestos por el procedimiento, sean primos; alta probabilidad mas
no certeza. Se conocen dentro de este ge´nero el test de primalidad de Fermat
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(basado en los resultados del pequen˜o teorema de Fermat e invalidado por los
conocidos como Nu´meros de Carlmichael, que pasan como posibles primos
que en realidad no lo son), el test de Solovay - Strassen (SS) y, el test ma´s
implementado en la actualidad, el de Miller - Rabin (MR: en seccio´n 3.4).
Tambie´n se cuenta recientemente con la criba cuadra´tica desarrollada por
Adleman, Pomerance y Rumely (APR: en la seccio´n 3.6), mejorado luego
por Cohen y Lenstra (APR-CL) y que se basa en factorizacio´n de formas
polino´micas de n, y por u´ltimo la prueba de primalidad por curva el´ıptica
(ECPP), desarrollado por Goldwasser, Kilian y Atkin.
Para el caso de los test de primalidad determin´ısticos, se tienen: el de Lucas
- Lehmer (LL) que es usado para nu´meros de Mersenne (ver secciones 3.2 y
2.4), y el ma´s reciente algoritmo presentado en 2002 por tres acade´micos de
la universidad de Kanpur (Agrawal, Kayal y Saxena), ma´s conocido como el
test de primalidad AKS, cuyo l´ımite esta´ determinado por los tiempos que
se tarda un ordenador de alta gama en hacer los ca´lculos requeridos (ver la
seccio´n 3.5).
En la literatura sobre algoritmos y test de primalidad, se halla el conocido
como ρ de Pollard, introducido por John Pollard en 1975, de cara´cter pseu-
doaleatorio, que es eficiente para nu´meros que se descomponen en factores
relativamente pequen˜os. Ma´s detalles acerca de los test de primalidad se en-
cuentran en las referencias [[1], [14], [15], [29]], y sera´n tratados en el cap´ıtulo
3.
Es oportuno mencionar que muchos han sido los matema´ticos que de una
u otra manera han aportado al crecimiento de lo que se conoce hoy en d´ıa
sobre los nu´meros primos y sus misterios; sin embargo, se ha de considerar
que lo registrado en el presente cap´ıtulo, describe de una manera importante
lo que se ha pretendido mostrar: los avances de la teor´ıa de nu´meros primos
a trave´s de la historia.
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Cap´ıtulo 2
TEORI´A DE NU´MEROS
PRIMOS
En este cap´ıtulo se pretende mostrar, parte de la teor´ıa que se ha desarrollado
acerca de los nu´meros primos desde la antigu¨edad hasta nuestros d´ıas. Se
dara´n definiciones, teoremas, ejemplos y en general todo lo que se requiere
para tener una visio´n clara de los avances teo´ricos logrados sobre los nu´meros
primos y la factorizacio´n de nu´meros naturales.
2.1. Conceptos y Definiciones
Se mencionan a acontinuacio´n algunos conceptos y definiciones iniciales sobre
nu´meros primos; se incluye simbolog´ıa especial usada en el contexto.
Nota 2.1. En adelante, el conjunto de los nu´meros enteros positivos sera´ de-
notado por Z+, de manera que:
Z+ = {1, 2, 3, 4, ...}
Definicio´n 2.2. Divisor y Mu´ltiplo: Dados a, b, c ∈ Z+ tales que a×b = c,
entonces se dice que a y b son factores o divisores de c, y que c es un
mu´ltiplo tanto de a como de b [34].
Por ejemplo dado que 205 × 38 = 7790, se tiene que 205 y 38 son divisores
de 7790 y 7790 es mu´ltiplo tanto de 205 como de 38.
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Nota 2.3. La expresio´n a | b es la que se usa para dar a entender que a es
un divisor de b; si a no es divisor de b, se usa a - b
Para el ejemplo anterior se tiene:
205 | 7790 y 38 | 7790
Nota 2.4. En general se tiene que si m es divisor de n,entonces n es mu´ltiplo
de m
Definicio´n 2.5. Ma´ximo Comu´n Divisor: Dados m1,m2, ...,mn ∈ Z+,
existe siempre un subconjunto de enteros positivos D = {x1, x2, ..., xt} tal
que xi | mj para cada par i, j con 1 < i < t, 1 < j < n, entonces el mayor de
los xi ∈ D (Ma´ximo del conjunto D) es llamado Ma´ximo Comu´n Divisor
de los enteros m1,m2, ...,mn.
Siempre existe el conjunto D no vac´ıo, porque es claro que 1 es divisor de
cualquier nu´mero entero, luego al menos 1 pertenece a D.
Nota 2.6. La expresio´n (m,n) = t debe leerse en adelante como “el ma´ximo
comu´n divisor entre m y n es t”.
Tal como se definio´, el concepto aplica para cualquier agrupacio´n de enteros,
entonces complementemos la idea calculando el ma´ximo comu´n divisor entre
24, 48, 36 y 96. En este caso el conjunto D de la definicio´n, esta´ dado por
D = {1, 2, 3, 4, 6, 12}
El divisor comu´n ma´s grande o Ma´ximo Comu´n Divisor entre 24, 36, 48 y 96
es 12, lo que simbo´licamente se escribe como:
(24, 36, 48, 96) = 12
Definicio´n 2.7. Mı´nimo Comu´n Mu´ltiplo: Dados m1,m2, ...,mn ∈ Z+,
si se cumple que mi | b, (i = 1, 2, 3, 4, ..., n) para algu´n b ∈ Z+, se dice que
b es mu´ltiplo comu´n de los mi. El menor de los mu´ltiplos comunes recibe el
nombre de Mı´nimo Comu´n Mu´ltiplo de m1,m2,m3, ...,mn.
Nota 2.8. Existen infinitos valores para b, pues si se parte de h = m1m2...mn,
son valores de b: h, 2h, 3h, ....
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Nota 2.9. La expresio´n [m,n] = t debe leerse en adelante como “el mı´nimo
comu´n mu´ltiplo entre m y n es t”.
Por ejemplo el mı´nimo comu´n mu´ltiplo de 2 y 4, es 4, ya que 2 | 4 y 4 | 4
y aunque existen ma´s valores que cumplen esa condicio´n de divisibilidad
(simulta´neamente son divisibles por 2 y 4), 4 es el menor de todos porque 4
no divide a ningu´n nu´mero menor que e´l mismo.
Otro ejemplo se tiene al considerar los mu´ltiplos de 2, 3 y 4:
Son mu´ltiplos de 2: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26,...
Son mu´ltiplos de 3: 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27,...
Son mu´ltiplos de 4: 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32,...
Entonces puede evidenciarse al seguir las sucesiones de mu´ltiplos, que son
comunes en los tres listados, los valores 12, 24, 36, 48, etc... Pero el menor
valor entre los mu´ltiplos comunes es el 12.
Simbo´licamente se tiene:
[2, 4] = 4
[2, 3, 4] = 12
Definicio´n 2.10. Nu´mero Primo y Nu´mero Compuesto: Consideran-
do m ∈ Z+, tal que m > 1, cada uno de estos enteros puede clasificarse
como nu´mero Primo o nu´mero Compuesto. Sera´ m un Nu´mero Primo o
simplemente un Primo, si los u´nicos enteros positivos divisores de m son 1
y m. Si m no es primo, entonces se dira´ que m es un Nu´mero Compuesto
o simplemente un compuesto [34]; en este caso el nu´mero tendra´ ma´s de
dos divisores o factores, a saber, 1, m y al menos otro factor diferente de 1
y de m. (Obse´rvese que 1 no es ni primo ni compuesto; solo es divisible por
s´ı mismo).
Como ejemplos aclaratorios, conside´rense:
289 no es nu´mero primo porque tiene como divisores a los enteros 1, 17 y
289; tiene tres divisores y no u´nicamente dos, como debe ser para los nu´meros
primos.
El nu´mero 97 es primo, pues sus u´nicos factores son 1 y 97; al dividir 97 entre
cualquier otro nu´mero entero mayor que 1 pero menor que 97, se obtienen
residuos r, con r 6= 0.
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El nu´mero
F4 = 2
24 + 1 = 216 + 1 = 65537
es un nu´mero primo de los que hallo´ Fermat; en la seccio´n 2.2 se desarrolla
el tema.
El 08 de Mayo de 2011, de acuerdo con el registro de La base de datos Chris
Caldwell de los primos ma´s grandes conocidos (Chris Caldwell’s The Largest
Known Primes Database) se ha encontrado el primo 123547 × 23804809 − 1.
Este nu´mero primo tiene 1145367 d´ıgitos y fue encontrado con la aplicacio´n
de la criba LLR por Jakub Luszczek (Thor) de Polonia (usando un Intel Core
i5 2500 @ 3.3GHz con 8 GB RAM corriendo en Windows 7 Home Premium
x64 tardo´ 4 horas y 35 minutos para completar el test) [47].
Definicio´n 2.11. Primos Gemelos: Dos nu´meros primos m y n, se llaman
Primos Gemelos si m = n+ 2 o m = n− 2.
Ejemplos de nu´meros Primos Gemelos, son los siguientes:
107 y 109
239 y 241
881 y 883
Todo par de nu´meros primos gemelos, diferente al par (3, 5), tiene la siguiente
forma, donde n ∈ Z+
(6n− 1, 6n+ 1).
Con la expresio´n, se descartan inmediatamente todos los pares y los mu´ltiplos
de 3, ya que en ambos casos se tendr´ıa al menos un nu´mero compuesto.
Sin embargo es necesario aclarar que la expresio´n no implica que todos los
nu´meros que tengan la forma descrita, sean nu´meros primos gemelos, como
en el caso n = 4, para el cual se tiene la pareja (23, 25) que muestra un
nu´mero primo y un compuesto; luego no son primos gemelos.
Unas de las parejas de nu´meros primos gemelos ma´s grandes que se han
encontrado, se muestran en el cuadro 2.1, indicando el nu´mero de d´ıgitos que
tienen y el an˜o en que se calcularon, gracias a Twin Internet Prime Search
y PrimeGrid, un proyecto actual que se aplica para la bu´squeda de grandes
nu´meros primos [48].
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Cuadro 2.1: Primos Gemelos
Nu´meros Gemelos Cantidad de d´ıgitos An˜o
65516468355× 2333333 ± 1 100355 2009
2003663613× 2195000 ± 1 58711 2007
194772106074315× 2171960 ± 1 51780 2007
100314512544015× 2171960 ± 1 51780 2006
16869987339975× 2171960 ± 1 51779 2005
33218925× 2169690 ± 1 51090 2002
307259241× 2115599 ± 1 34808 2009
60194061× 2114689 ± 1 34533 2002
108615× 2110342 ± 1 33222 2008
1765199373× 2107520 ± 1 32376 2002
318032361× 2107001 ± 1 32220 2001
Actualmente no se conoce ninguna demostracio´n que pruebe que hay infinitas
parejas de nu´meros Primos Gemelos, pero ya se han encontrado parejas de
e´stos con gran nu´mero de d´ıgitos.
Nota 2.12. As´ı como existen los Primos Gemelos (Twin Primes) p, p + 2,
tambie´n se conocen los Primos Primos (Cousin Primes) p, p + 4, los Sexy
Primes p, p+ 6, y otras especificaciones ma´s.
Definicio´n 2.13. Primos Relativos o Coprimos: Dos nu´meros enteros
m y n son primos relativos o coprimos (primos entre s´ı) si el ma´ximo
comu´n divisor de m y n es 1.
Como ejemplo se tienen los siguientes pares de nu´meros: 15 y 8; 16 y 49; 100
y 81.
Obse´rvese que ninguno de los nu´meros mencionados es primo, pero para cada
par se cumple que su ma´ximo comu´n divisor es 1. La definicio´n es extensible
a grupos de nu´meros enteros, no solo a parejas de e´stos; as´ı tenemos
(25, 45, 14, 100, 35) = 1.
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2.2. Propiedades y Teoremas Ba´sicos
Para lograr el entendimiento y dominio de los nu´meros primos en un nivel
ba´sico, se hace necesario considerar los teoremas que se presentan a continua-
cio´n, relacionados con propiedades de la divisibilidad (por resultar pra´cticas
para la determinacio´n de los divisores de algunos nu´meros) y de los nu´meros
primos.
Nota 2.14. Las expresiones como mn deben leerse como m× n; se omite el
signo de multiplicacio´n para simplificar la escritura.
Teorema 2.15. Supongase que a, b y c son nu´meros enteros positivos. En-
tonces:
1. a | a y 1 | a para todo a
2. Si a | b entonces a | bc
3. Si a | b y b | c entonces a | c
4. Si a | b y a | c entonces para todo x, y ∈ Z+ se cumple que a | (bx+ cy).
5. Si a | b y b | a entonces a = b
Demostracio´n: Se presenta la demostracio´n de cada caso por separado.
1. De la definicio´n de divisor, se toma el caso particular en que b = 1 y se
tiene que a× 1 = a, luego es consecuencia directa que a es divisor de a
y 1 es divisor de a, tal y como se pretende demostrar.
2. Dado que a | b, se tiene que existe m ∈ Z+, tal que am = b. Multipli-
cando por c en ambos miembros de la igualdad, se tiene a(cm) = bc.
Luego atendiendo a la definicio´n de divisor, se tiene que a | bc.
3. a | b implica am = b para algu´n m ∈ Z+
b | c implica bn = c para algu´n n ∈ Z+
Ahora multiplicamos miembro a miembro las dos igualdades que se tie-
nen, para obtener: abmn = bc
Dado que el factor b esta´ en ambos lados de la igualdad, podemos elimi-
narlo (dividiendo ambos miembros de la igualdad por b) y se tendra´ aho-
ra a(mn) = c, por lo cual se concluye que en efecto, a | c.
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4. Como a | b y a | c entonces existen r, s ∈ Z+ tales que b = ar y c = as,
luego cualesquiera sean x, y ∈ Z+ tenemos
bx+ cy = (ar)x+ (as)y = a(rx+ sy)
de donde se concluye que a | (bx+ cy) como se quer´ıa demostrar.
5. Dado que a | b se tiene am = b para algu´n m ∈ Z+. Por otro lado,
como b | a, se tiene bn = a para algu´n n ∈ Z+.
Al sustituir el valor equivalente de b de la primera ecuacio´n, en la
segunda ecuacio´n, se obtiene a(mn) = a, lo que lleva a que mn = 1, y
como ambos son nu´meros enteros positivos, la u´nica posibilidad es que
m = n = 1.
Volviendo entonces a alguna de las primeras ecuaciones, digamos en
bn = a, se tiene b × 1 = a, es decir b = a que es lo mismo que a = b
como se quer´ıa demostrar [26].
Para poder hacer un mejor manejo del concepto de divisibilidad se hace
indispensable conocer el Algoritmo de la Divisio´n introducido por Euclides.
Se presenta en el teorema 2.16 y su demostracio´n puede ser consultada en
[33] (p. 11).
Teorema 2.16. Dados a, b ∈ Z+ con a < b, si a - b, existen q, r ∈ Z+ tales
que b = qa+ r, con 0 < r < a
A partir del teorema 2.16, es posible encontrar el Ma´ximo Comu´n Divisor
(P,Q) de P,Q ∈ Z+. E´ste valor corresponde al u´ltimo residuo diferente de
cero que se obtiene al aplicar repetidamente el Algoritmo de la Divisio´n para
P y Q. Un teorema relacionado con este hecho puede ser consultado en [33]
(p. 15); a continuacio´n se mostrara´ un ejemplo.
Para encontrar el Ma´ximo Comu´n Divisor de 450 y 2550 , aplicamos el Al-
goritmo de la Divisio´n as´ı:
2550 = 450× 5 + 300
450 = 300× 1 + 150
300 = 150× 2 + 0.
El proceso termina siempre cuando el residuo resultante es 0 (cero); el u´ltimo
residuo diferente de cero en este caso corresponde a 150, luego
(450, 2550) = 150.
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Teorema 2.17. Todo nu´mero compuesto tiene un factor primo.
Demostracio´n: Sea n un nu´mero compuesto. De acuerdo con la definicio´n,
n tiene al menos un divisor n1, con 1 < n1 < n.
Existe entonces n2 tal que n1n2 = n, donde n1, n2 ∈ Z+. Si alguno de los dos
n1 o n2, resulta ser primo, entonces el teorema quedar´ıa demostrado.
Si n1 y n2 son compuestos, entonces se repite el procedimiento anterior con
alguno de los dos, digamos con n1, que por ser compuesto, tambie´n se cumple
para e´l que
n3n4 = n1
para algu´n par n3, n4 ∈ Z+. En general se tendra´ despue´s de repetir k veces
el procedimiento, que
n2k−1 = n2k+1n2k+2
donde n2k+1, n2k+2 ∈ Z+. Para cualquier valor de k se tiene que
n > n1 > n3 > n5 > ... > n2k−1 > 0
luego este proceso debe terminar. Es decir que existe un entero n2k−1 primo,
para algu´n valor de k, ya que solo hay un nu´mero finito de enteros compuestos
menores que n. De aqu´ı que todo nu´mero compuesto, posee un factor primo
[34].
Entre los diferentes teoremas que presenta Euclides, el siguiente se conoce
con su nombre por ser determinante en la teor´ıa de los primos.
Teorema 2.18. Existe una infinidad de nu´meros primos.
Demostracio´n: Suponemos que solo existe un nu´mero finito de primos,
simbolizados por
p1, p2, p3, ..., pn.
En otras palabras, dado un nu´mero primo, e´ste corresponde a alguno de los
pi, con i = 1, 2, 3, ..., n. Sea N = 1 + p1× p2× p3× ...× pn.Puesto que N > 1,
o bien N es primo, o bien N es compuesto.
De acuerdo con la construccio´n, N no es primo porque es mayor que todos
y cada uno de los nu´meros p1, p2, p3, ..., pn, que s´ı lo son.
Entonces N es compuesto, y en virtud del teorema 2.17, ha de tener algu´n fac-
tor primo, pero N no es divisible por ninguno de los nu´meros p1, p2, p3, ..., pn,
28
pues al dividirlo por cualquiera de ellos, siempre se obtendra´ 1 como residuo.
Entonces deber´ıa existir un nu´mero primo diferente a los pi, que sea divisor
de N , lo que contradice que los pi sean los u´nicos primos existentes [21].
A continuacio´n se presenta el Teorema Fundamental de la Aritme´tica que
muestra como los enteros positivo siempre se pueden expresar como producto
de nu´meros primos [33].
Teorema 2.19. Todo entero n mayor que 1 puede expresarse como un pro-
ducto de primos de una u´nica manera (con tal vez solo un factor).
Demostracio´n: Si el entero n es primo, entonces puede expresarse como un
producto con un solo factor. De otra manera, n puede factorizarse como n1n2
donde 1 < n1 < n y 1 < n2 < n.
Si n1 es primo, se deja; de otra manera se factoriza en n3n4 donde 1 < n3 <
n1 y 1 < n4 < n1; se procede de modo semejante para n2. Este proceso
de escribir cada nu´mero compuesto que se obtiene como un producto de
factores, debe terminar, porque los factores son menores que el propio nu´mero
compuesto y, no obstante, cada factor es un entero mayor que 1. De donde
podemos escribir n como un producto de primos y, puesto que los factores
primos no son necesariamente distintos, el resultado puede escribirse de la
forma
n = px11 p
x2
2 p
x3
3 . . . p
xr
r
donde pi 6= pj para i 6= j y xk ∈ Z+ para cada k, 1 ≤ k ≤ r
Hasta ahora se ha demostrado que cada n tiene una representacio´n como pro-
ducto de factores primos, pero si se desea demostrar que esa representacio´n
es u´nica, debe suponerse que n tiene dos representaciones diferentes como
producto de factores primos. No se hace aqu´ı la demostracio´n pero puede
hallarse en [26] (p. 46).
Nota 2.20. A la representacio´n en factores primos de un entero
n = px11 p
x2
2 p
x3
3 . . . p
xr
r
suele llama´rsele Forma Cano´nica del entero n y equivale a la productoria
n =
r∏
i=1
pxii
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Como ejemplo observemos las siguientes formas cano´nicas:
23760 = 24 × 33 × 51 × 111
441 = 32 × 72
1449175 = 52 × 73 × 132
Otro resultado interesante en el estudio de los nu´meros primos, es que siempre
es posible encontrar una cantidad tan grande como se quiera de nu´meros
compuestos consecutivos. Esto se demuestra con el teorema 2.21 [33].
Teorema 2.21. Dado k ∈ Z+, existen k enteros consecutivos que son nu´me-
ros compuestos.
Demostracio´n: Conside´rense los enteros
(k + 1)! + 2, (k + 1)! + 3, (k + 1)! + 4, ..., (k + 1)! + k, (k + 1)! + k + 1.
Cada uno de ellos es compuesto porque j divide a (k + 1)! + j siempre que
2 ≤ j ≤ k + 1.
Si queremos por ejemplo encontrar una serie de 5 compuestos consecutivos,
se usa 5 en el lugar de k y se obtiene:
6! + 2, 6! + 3, 6! + 4, 6! + 5, 6! + 6
Y de all´ı, los consecutivos 722, 723, 724, 725 y 726, para los cuales es fa´cil
comprobar que:
2 | 722
3 | 723
4 | 724
5 | 725 y
6 | 726.
Los teoremas 2.22 a 2.27 corresponden a otras propiedades de la divisibilidad
y de los nu´meros primos, las cua´les son de mucha utilidad cuando se trabaja
en la clasificacio´n de nu´meros naturales como compuestos o primos; sus de-
mostraciones pueden hallarse consultando las referencias bibliogra´ficas [[26],
[33], [34]].
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Teorema 2.22. Si a | bc y (a, b) = 1, entonces a | c
Teorema 2.23. Si p | a1a2a3...an, siendo p primo, entonces p divide por lo
menos a un factor ai del producto.
Teorema 2.24. Si (a, b) = (a, c) entonces:
1. [a, b] = [a, c]
2. (a, b) = (a, b, c).
Teorema 2.25. Si n es compuesto, entonces existe p primo tal que p | n y
p ≤ √n.
Teorema 2.26. Si 2n − 1 es primo, entonces n es primo.
Teorema 2.27. Si 2n + 1 es primo, entonces n = 2k para algu´n k ∈ Z+.
Dos importantes resultados que se relacionan con el teorema 2.19 (Teorema
Fundamental de la Aritme´tica) y que son u´tiles para el ca´lculo de divisores y
mu´ltiplos, mı´nimo comun mu´ltiplo (mcm) y ma´ximo comu´n divisor (MCD)
de dos o ma´s enteros, son los siguientes [26]:
Teorema 2.28. Sea
n =
k∏
i=1
pnii
la representacio´n cano´nica de un entero n y sea d ∈ Z+. Entonces d | n si y
solo si
d =
k∏
i=1
pdii
donde 0 ≤ di ≤ ni para cada i, 1 ≤ i ≤ k.
Demostracio´n: Supongamos que
d =
k∏
i=1
pdii 0 ≤ di ≤ ni
Entonces n =
∏k
i=1 p
ni
i =
∏k
i=1 p
ni−di+di
i =
∏k
i=1 p
ni−di
i
∏k
i=1 p
di
i = cd.
Es claro que c =
∏k
i=1 p
ni−di
i , c ∈ Z+. Luego d | n.
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Rec´ıprocamente supongamos que d | n. Por definicio´n existe c ∈ Z+ tal que
n = cd.
La Unicidad de la representacio´n cano´nica de n garantiza que los primos que
aparecen en la factorizacio´n de c y d, son los mismos que aparecen en la de
n.
As´ı, d =
∏k
i=1 p
di
i , c =
∏k
i=1 p
ci
i , n =
∏k
i=1 p
ni
i
donde di ≥ 0, ci ≥ 0 y ni = di + ci, luego d tiene la forma mencionada.
Como ejemplo del teorema anterior, obse´rvese como 360 | 25200, y en efecto
360 = 23 × 32 × 51 × 70 y 25200 = 24 × 32 × 52 × 71. En este caso d = 360,
n = 25200 y c = 70. No´tese como los exponentes de los nu´meros primos en la
descomposicio´n factorial de 360, son menores o iguales que los exponentes de
los mismos nu´meros primos, al hacer la descomposicio´n factorial de 25200.
Teorema 2.29. Sean a =
∏k
i=1 p
ai
i , b =
∏k
i=1 p
bi
i donde pi es primo para
todo i, y ai ≥ 0, bi ≥ 0 para todo i.Entonces
(a, b) =
k∏
i=1
psii y [a, b] =
k∏
i=1
ptii
con si = min{ai, bi} y ti = max{ai, bi}.
La demostracio´n de este teorema puede ser consultada en [26]. Veamos una
aplicacio´n concreta para valorar su uso.
Para hallar tanto el ma´ximo comu´n divisor como el mı´nimo comu´n mu´ltiplo
entre los nu´meros 3415104 y 7187400, debemos expresarlos ambos en su forma
cano´nica:
3415104 = 26 × 32 × 50 × 72 × 112
7187400 = 23 × 33 × 52 × 70 × 113
De manera que
(3415104, 7187400) = 23 × 32 × 50 × 70 × 112 = 8712
[3415104, 7187400] = 26 × 33 × 52 × 72 × 113 = 2817460800
El siguiente teorema corresponde a una de las formas ma´s simples en que se
puede clasificar a los nu´meros primos.
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Teorema 2.30. Todo primo impar es de la forma 4k + 1 o 4k − 1, donde k
es un entero positivo.
Demostracio´n: Si un entero es dividido por 4, el residuo es 0, 1, 2 o 3.
Por lo tanto todo entero positivo se puede escribir en una y solo una de las
siguientes formas:
4k 4k + 1 4k + 2 4k + 3 (k ∈ Z+ ∪ {0})
Como 2 | (4k + 2) entonces no es primo sino solo cuando k = 0, es decir
cuado vale 2 (el u´nico primo par). Es evidente que 4k no es primo, luego un
primo impar sera´ de la forma 4k+1 o 4k+3. Todo nu´mero de la forma 4k+3
puede ser escrito en la forma 4k − 1 con apenas un aumento de una unidad
en el valor de k. El valor de k en ambos casos queda restringido para k = 0,
por lo que se concluye lo que se quer´ıa mostrar.
El pequen˜o teorema de Fermat (PTF) es una de las observaciones ma´s in-
teresantes que este matema´tico llego´ a determinar acerca de los nu´meros
primos, pues ha llegado a tener mu´ltiples consecuencias dentro de la teor´ıa
de nu´meros primos, entre las cuales se encuentra el uso que se le ha dado
para demostrar propiedades destacadas de la aritme´tica modular, que han
sido la base para la construccio´n de programas para computador, mediante
los cua´les se han logrado ca´lculos nume´ricos con extraordinaria mayor rapi-
dez que lo que se logra con simples calculadoras, ca´lculos que en ocasiones
han sido imposibles de desarrollar mentalmente y con el uso de la´piz y papel
como se acostumbraba antes de la aparicio´n de la primera calculadora.
Antes de introducirnos en el PTF, se presenta la siguiente definicio´n, dado
que es necesaria para interpretar la presentacio´n del teorema, que se hace
teniendo en cuenta la notacio´n introducida por Gauss desde la aritme´tica
modular [[34], [45]].
Definicio´n 2.31. Congruencia Mo´dulo m: Sea m un entero positivo.
Si a y b son dos enteros tales que m | (a − b), entonces se dice que a es
Congruente con b Mo´dulo m; esto sera´ denotado por
a ≡ b(mod m)
Como ejemplo obse´rvese que 93 ≡ 68(mod 5), dado que 5 | (93 − 68), lo
que equivale a decir que si 93 se divide entre 5, queda el mismo residuo que
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al dividir 68 entre 5. En te´rminos de divisio´n se expresa
93 = 5× 18 + 3
68 = 5× 13 + 3
Dada su aparente costumbre, Fermat enuncio´ el teorema en una carta diri-
gida a Bernard Fre´nicle de Bessy en 1640; no incluye en ella demostracio´n
alguna por temer que fuera demasiado larga. Aunque Fermat finalmente no
presento´ la demostracio´n ante ninguno de sus amigos, Euler s´ı lo hizo en
1736, publica´ndola en una de las Actas de la Academia de San Petersburgo
y en 1760 generalizo´ el resultado.
Teorema 2.32. (PTF) Para cualquier primo p y cualquier entero a, se cum-
ple que ap ≡ a(mod p).
Esto quiere decir que si se eleva un nu´mero a a la p-e´sima potencia prima y
al resultado se le resta a, lo que queda es divisible por p. Su intere´s principal
esta´ en la aplicacio´n al problema de la primalidad y en criptograf´ıa (ver la
seccio´n 4.2).
Existen varias demostraciones del teorema. La primera demostracio´n que
planteo´ Euler, la presenta mediante induccio´n matema´tica y usando el coefi-
ciente binomial (
p
n
)
=
p!
(p− n)!n!
Puede verse una demostracio´n diferente del teorema a partir de la generali-
zacio´n que hizo Euler sobre el PTF, en [34] (p. 111).
Adema´s del PTF, tambie´n se destaco´ de la teor´ıa desarrollada por Fermat, la
conjetura conocida y ya referenciada en la seccio´n 1.2 como U´ltimo Teorema
de Fermat o UTF (teorema 2.33), que como ya se menciono´, fue demostrado
casi despue´s de 350 an˜os de haber sido conjeturado. Este famoso teorema
no aparece en la usual correspondencia de Fermat, sino que aparece en las
anotaciones al margen del libro Aritme´tica de Diofanto. El teorema figura
concretamente en los apuntes que Fermat hizo en el problema 8 del libro II,
que trata sobre la descomposicio´n de un cuadrado en la suma de otros dos
a2 = x2 + y2
34
Viendo aquello, Fermat escribe al margen lo que se tradujo como “Es impo-
sible descomponer un cubo en suma de otros dos o un bicuadraro en otros
dos bicuadrados, en general una potencia superior a dos en dos potencias del
mismo grado; he descubierto una demostracio´n verdaderamente maravillosa
pero este margen es demasiado estrecho para contenerla”
En te´rminos algebraicos actuales, el teorema se enunciar´ıa as´ı:
Teorema 2.33. (UTF) La ecuacio´n
xn + yn = zn
no tiene solucio´n entera, salvo la solucio´n trivial x = y = z = 0, n > 2.
El caso n = 2 fue considerado por los griegos como Pita´goras, quien en
particular relaciono´ el valor de la medida de la hipotenusa de un tria´ngulo
recta´ngulo, con las medidas de los catetos de dicho tria´ngulo, usando una
ecuacio´n semejante. Diofanto se preocupo´ entonces por los valores enteros
que satisfac´ıan la relacio´n tratada por pita´goras [[9], [13], [45]].
Fermat logra una demostracio´n para el caso n = 3, pero su conjetura genera-
lizada se convierte en un verdadero teorema solamente hasta cuando en 1994
Andrew Wiles logra demostrarlo, como ya se hab´ıa mencionado en la seccio´n
1.3.
Algunos de los resultados que tienen influencia directa en la aplicacio´n de la
teor´ıa de nu´meros que se muestra en la seccio´n 6.6, se deben al trabajo de
Euler, particularmente con lo que se refiere a la funcio´n ϕ que lleva su nombre
(se menciono´ en la seccio´n 1.2) y algunos de los teoremas y propiedades que
se deducen de e´sta. La funcio´n ϕ(n) es va´lida para cualquier nu´mero entero
positivo y determina el nu´mero de valores menores que n que son coprimos
con n. A continuacio´n, se muestran algunos teoremas relacionados con la
funcio´n ϕ de Euler.
Teorema 2.34. Si p es primo, entonces ϕ(p) = p− 1
Demostracio´n: Si p es un primo, cada uno de los enteros positivos menores
que p es coprimo con p. Dado que p no es coprimo con sigo mismo, entonces
ϕ(p) = p− 1.
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Teorema 2.35. Si p es primo y m es un entero positivo, entonces
ϕ(pm) = pm − pm−1 = pm(1− 1
p
)
Teorema 2.36. Sea
n =
k∏
i=1
paii
la representacio´n cano´nica del entero n, entonces
ϕ(n) =
k∏
i=1
(paii − pai−1i ) = n
k∏
i=1
(1− 1
pi
)
Teorema 2.37. La funcio´n ϕ de Euler es una funcio´n nume´rica multiplica-
tiva, es decir que
ϕ(rs) = ϕ(r)ϕ(s)
Teorema 2.38. Si (a,m) = 1, entonces
aϕ(m) ≡ 1 (mod m).
El teorema 2.32 puede obtenerse como una consecuencia de 2.38. Las demos-
traciones de los teoremas 2.35, 2.36, 2.37 y 2.38 pueden ser consultadas en
[34].
Algunos de los valores de ϕ, que se han calculado mediante el uso del teorema
2.36, son:
ϕ(5) = 4 ϕ(12) = 4 ϕ(29) = 28 ϕ(100) = 40 ϕ(2870) = 960
2.3. Pierre de Fermat
Esta seccio´n incluye tres partes: Dos de ellas muestran aportes de Fermat a
la teor´ıa de nu´meros, que han tenido gran influencia sobre desarrollos poste-
riores que otros matema´ticos lograron hacer basa´ndose en su trabajo, y una
tercera parte que aunque no es producto directo de Fermat, s´ı se convirtio´ en
un resultado interesante en geometr´ıa, concretado por Gauss mediante el uso
de los nu´meros de Fermat.
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Para Fermat, al igual que para muchos matema´ticos tanto profesionales como
aficionados, el intere´s sobre los nu´meros primos surge debido a que e´stos
equivalen a los “ladrillos” con los que se construye el edificio de todos los
nu´meros, debido esto al T.F.A o Teorema Fundamental de la Aritme´tica
(Teorema 2.19).Lo relevante que hizo Fermat se resume diciendo que dio´ las
bases para convertir la teor´ıa de nu´meros en una ciencia sistema´tica. Se
destacan de su trabajo varios teoremas y conjeturas, algunas de las cua´les
fueron demostradas en tiempos posteriores a su muerte, como es el caso de
los teoremas 2.32 y 2.33 [45].
2.3.1. Nu´meros de Fermat
Aunque todo nu´mero se puede expresar de manera u´nica como producto
de factores primos, el problema radica es en el hecho de que para nu´meros
grandes se dificulta el hallazgo de esos factores, pues desde la antigu¨edad, la
forma en que se abordaba ese problema, era realizando iteradamente divisio-
nes para determinar los divisores de un nu´mero y as´ı su clasificacio´n como
primo o compuesto; a lo sumo se facilitaron las cosas con el uso de la Criba
de Erato´stenes (verla en la seccio´n 3.1), que a la larga presenta el mismo
problema.
Para realizar tantas divisiones o aplicar la criba de Erato´stenes cuando el
nu´mero que se quiere estudiar es muy grande, incluso potentes ordenadores
necesitar´ıan de much´ısimo tiempo. Por esta razo´n, ha sido necesario buscar
me´todos que permitan resolver la situacio´n y Fermat se dedico´ a eso en nume-
rosas ocasiones: Considero´ la familia de nu´meros que se obtienen sumando
1 a ciertas potencias de 2; fue as´ı como obtuvo los llamados Nu´meros de
Fermat.
Fn = 2
2n + 1
Una pregunta oportuna en este momento es: ¿Por que´ esa fo´rmula?. Pues
bien, en forma general deb´ıa buscarse que la estructura generara nu´meros
impares, pues el u´nico primo par es 2. La expresio´n 2n siempre corresponde
a un nu´mero par, de manera que 2n + 1 siempre es impar.
Pero 2n + 1 admite factorizacio´n siempre que n es impar, al igual que si n
tiene un factor impar; esto descarta de manera sustancial la posibilidad de
encontrar nu´meros primos, as´ı que la fo´rmula de Fermat, descarta esas posibi-
lidades tomando exponente par, indivisible por nu´mero impar (las potencias
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Cuadro 2.2: Nu´meros de Fermat
n Fn = 2
2n + 1 FACTORIZACIO´N
0 3 Es primo
1 5 Es primo
2 17 Es primo
3 257 Es primo
4 65537 Es primo
5 4294967297 641 × 6700417
6 18446744073709551617 274177 × 67280421310721
7 340282366920938463463374607431768211457 59649589127497217 × 5704689200685129054721
115792089237316195423570985008687907853 1238926361552897 × 93461639715357977769
8 269984665640564039457584007913129639937 163558199606896584051237541638188580280321
2424833 × 7455602825647884208337395736200
9 2512 + 1 454918783366342657 × P99(P99 es un primo de 99 cifras)
45592577 × 6487031809 × 4659775785220018543264
10 21024 + 1 560743076778192897 × P252 (primo de 252 cifras)
319489 × 974849 × 167988556341760475137
11 22048 + 1 ×3560841906445833920513 × P564 (primo de 564 cifras)
114689 × 26017793 × 63766529 × 190274191361×
1256132134125569 × 56863064753535695516903341
12 24096 + 1 0940867804839360742060818433 × C1133
(C sin factorizar, con 1133 cifras)
2710954639361 × 2663848877152141313 × 3603109
13 28192 + 1 844542291969 × 319546020820551643220672513×
C2391 (C compuesto de 2391 cifras, au´n sin factorizar)
116928085873074369829035993834596371340386703
14 216384 + 1 423373313 × C4880 (C, sin factorizar)
1214251009 × 2327042503868417 × 1687688
15 232768 + 1 17029516972383024127016961 × C9808
825753601×
16 265536 + 1 188981757975021318420037633 × C19694
31065037602817 × 7751061099802522589358967058
17 2131072 + 1 392886922693580423169 × C39395
18 2262144 + 1 13631489 × 81274690703860512587777 × C78884
70525124609 × 646730219521 × 3759005551413375
19 2524288 + 1 4286524446080499713 × C157770
21 22097152 + 1 4485296422913 × C631294
22 24194304 + 1 64658705994591851009055774868504577 × C1262577
23 28388608 + 1 167772161 × C2525215
de 2 solo son divisibles por 2), lo que aumenta la probabilidad de encontrar
nu´meros primos.
Fermat creyo´ que su fo´rmula generaba u´nicamente nu´meros primos aunque
solo determino´ los cinco primeros valores generados a partir de e´sta. Los cinco
resultaron ser nu´meros primos, pero no pudo comprobar el siguiente de sus
nu´meros porque es un nu´mero de 10 d´ıgitos y los me´todos de esa e´poca no le
permitieron decidir acerca de su primalidad (Se menciono´ lo que hizo Euler
al respecto en 1.2). De todos modos Fermat ten´ıa cierta seguridad en sus
observaciones y eso lo llevo´ a escribir su conjetura en cartas dirigidas a varios
cient´ıficos de su e´poca, argumentando que aunque no ten´ıa una demostracio´n
exacta, hab´ıa excluido una gran cantidad de divisores con demostraciones
infalibles; a la fecha de hoy, se conocen u´nicamente los cinco nu´meros primos
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de Fermat, enunciados por e´l mismo [[40], [45]].
Otros valores que se han hallado bajo la fo´rmula, son compuestos y algunos
de ellos se muestran en el cuadro 2.2. Puede observarse en ella que en efecto,
despue´s de mostrar los cinco primeros valores que son primos, los dema´s
aparecen con sus respectivas factorizaciones: Desde F5 hasta F8 se tiene la
factorizacio´n completa y en cada caso la componen dos nu´meros primos; F9,
F10 y F11, se descomponen en ma´s de dos primos, siendo el u´ltimo de cada
caso un nu´mero con tantas cifras, que no se muestra sino solo se menciona;
desde F12 hasta F23, se tiene factorizacio´n incompleta, pues uno de los factores
es un compuesto muy grande, que au´n mediante sofisticados programas de
computo no ha sido posible factorizar; y por u´ltimo es importante notar
que no aparece F20, pues au´n no se tiene la certeza de que este nu´mero sea
compuesto (por lo menos hasta 2010) [[27], [39], [50]].
2.3.2. Me´todo de factorizacio´n de Fermat
El me´todo que aqu´ı se describe se encontro´ en una carta que probablemente
fue escrita hacia el an˜o 1643 a Marin Mersenne, quien sirvio´ de intermediario
entre los matema´ticos de su e´poca, dado su intere´s por la historia de las
matema´ticas; e´l solicitaba, recib´ıa y difund´ıa informacio´n lograda acerca de
problemas que abordaban los mencionados matema´ticos.
El problema de la factorizacio´n de un nu´mero se resuelve al encontrar sus
divisores. Fermat se baso´ en la idea de que si un nu´mero es la diferencia de
dos cuadrados
n = x2 − y2
entonces n se puede factorizar de manera muy sencilla, utilizando la fo´rmula
n = (x− y)(x+ y)
S´ı, la misma que en la actualidad se difunde en las escuelas como la facto-
rizacio´n de una “ Diferencia de Cuadrados”. El me´todo no es muy pra´ctico
cuando los dos factores no esta´n muy pro´ximos porque en ese caso se deben
realizar bastantes operaciones .
A continuacio´n se usa el me´todo en varios casos a modo de ejemplo:
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1. 39 = 82 − 52 = 64− 25 = (8− 5)(8 + 5) = 3× 13
2. 65 = 81− 16 = 92 − 42 = (9− 4)(9 + 4) = 5× 13
3. 216 = 225− 9 = 152 − 32 = (15− 3)(15 + 3) = 12× 18 = 23 × 33
En los tres casos, fue relativamente fa´cil reconocer los cuadrados cuya dife-
rencia nos permit´ıa obtener el nu´mero a factorizar, pero a diferencia de los
dos primeros casos, en el tercer ejemplo, los nu´meros que se obtienen al sumar
y restar respectivamente las raices, no son primos, de manera que se dio´ la
necesidad de factorizarlos como producto de primos; dado que son nu´meros
relativamente pequen˜os, esa tarea tambie´n fue fa´cil. Imaginemos entonces
aplicar el me´todo sobre un nu´mero para el cual no encontremos ra´pidamente
los cuadrados cuya diferencia corresponde al nu´mero.
Si el nu´mero a factorizar lo llamamos n, es necesario que uno de los cuadrados
sea mayor que e´ste y por lo mismo la ra´ız de ese cuadrado debe ser mayor
que la ra´ız del nu´mero; as´ı pues debe estimarse su ra´ız y se toma un nu´mero
entero x mayor que
√
n, calculamos x2 y le restamos n. Si obtenemos un
cuadrado, terminamos, si no, aumentamos x en una unidad y repetimos el
procedimiento hasta hallar el cuadrado que se requiere (eso es lo que hace
impensable el me´todo para ciertos nu´meros).
Apliquemos ahora el me´todo a 13837. Su ra´ız aproximada esta´ entre 117
y 118, luego empezamos con 118: 1182 = 13924 y tendremos la diferencia
13924− 13837 = 87, que no es un cuadrado.
Entonces tendremos que probar con 119, obteniendo bajo el mismo procedi-
miento el nu´mero 324, que es el cuadrado de 18, y lo logramos:
13837 = 1192 − 182 = (119− 18)(119 + 18) = 101× 137
Una descripcio´n del me´todo usado en el nu´mero que se referencio´ en la seccio´n
1.2, se encuentra de manera completa en [45].
2.3.3. Primos de Fermat y pol´ıgonos
Euler estuvo muy interesado en la obra de Fermat, hasta el punto que re-
viso´ una a una las 48 conjeturas o anotaciones que e´ste hab´ıa hecho sobre
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un ejemplar de la Aritme´tica de Diofanto. Euler probo´ que cualquier divisor
primo de un nu´mero de Fermat Ft deb´ıa ser de la forma 2
t+1k + 1 [9].
Para el caso de F5, en el que t = 5, se tendr´ıa entonces que sus divisores
primos tienen la forma p = 64k + 1 [19], como lo son:
193, 257, 449, 577 y 641
Es importante hacer notar que 641 resulto´ ser un divisor de F5, de acuerdo
con la descripcio´n que se hizo en 1.2.
Despue´s de que se demostro´ que F5 no era primo se perdio´ de manera sig-
nificativa el intere´s sobre los nu´meros de Fermat, sin embargo, resurgen al
relacionarse con un problema cla´sico que hab´ıa quedado sin resolver desde
los tiempos en que Plato´n (Siglo V a. C) pensaba que las figuras geome´tricas
perfectas eran solamente la recta y la circunferencia, lo que en te´rminos ma´s
comprensibles, significa que toda construccio´n geome´trica, deb´ıa hacerse a
partir de la regla y el compa´s: dividir un segmento en dos partes, dibujar
lineas paralelas o perpendiculares, construir un cuadrado con la misma a´rea
de un pol´ıgono dado, dividir un a´ngulo en dos partes, etc. Sin embargo hubo
particularmente tres construcciones que los griegos no lograron hacer con re-
gla y compa´s; duplicacio´n de un cubo, triseccio´n de un a´ngulo y cuadratura
de un c´ırculo, que ahora se sabe que son construcciones imposibles.
Con regla y compa´s los griegos pudieron construir el tria´ngulo, el penta´gono
y el pol´ıgono regular de 15 lados, pero pasaron ma´s de 2000 an˜os hasta que
Gauss consiguiera la construccio´n del pol´ıgono de 17 lados (1796), hecho
que fue generalizado en Disquisitiones Arithmeticae (1801) al afirmar que el
pol´ıgono regular de n lados se puede construir con regla y compa´s si y so´lo si
n = 2rp1p2...ps r ≥ 0, s ≥ 0 pi = 2m + 1
Es necesario resaltar el hecho de que los pi son primos distintos y que su
estructura se relaciona con los nu´meros de Fermat [13].
Como ejemplo de esa relacio´n, obse´rvense los siguientes casos:
1. Tria´ngulo, n = 3 = 20(21 + 1)
2. Pol´ıgono de 15 lados, n = 15 = 20(21 + 1)(22 + 1)
3. Pol´ıgono de 17 lados, n = 17 = 20(24 + 1)
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La estructura de la fo´rmula admite que no haya primos, luego todos los
pol´ıgonos cuyo nu´mero de lados es una potencia de dos, son construibles con
regla y compa´s. Tambie´n la fo´rmula admite el valor r = 0, lo que implica que
los pol´ıgonos cuyo nu´mero de lados es un nu´mero de Fermat, tambie´n son
construibles con regla y compa´s.
2.4. Nu´meros de Mersenne
Los nu´meros que se conocen como Nu´meros de Mersenne son los que
tienen la forma
Mn = 2
n − 1.
Fueron estudiados por el sacerdote, teo´logo y filo´sofo Marin Mersenne (Fran-
cia: 1588 - 1648), quien tambie´n dedico´ tiempo de su vida a las matema´ticas
y la mu´sica. Luego de haberlos estudiado, Mersenne aseguro´ que los nu´meros
Mn para n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 y 257, eran todos nu´meros pri-
mos, y que para todos los dema´s nu´meros primos n menores que 257, Mn era
compuesto; tuvieron que pasar ma´s de 300 an˜os para que se pudiera compro-
bar sobre esa conjetura, que Mersenne hab´ıa cometido cinco errores que se
evidencian en la tabla 2.3:
1. M61,M89 y M107 son nu´meros primos; no estaban en la lista de Mer-
senne.
2. M67 y M257 son compuestos, y Mersenne los hab´ıa clasificado como
primos.
Para la e´poca era bien sabido que los valores compuestos de n, hac´ıan que Mn
tambie´n fuera compuesto y, al principio, se cre´ıa que si n era primo, entonces
Mn tambie´n lo ser´ıa [28].
Los nu´meros de Mersenne tienen gran relevancia dentro de la teor´ıa de nu´me-
ros primos, dado que su estructura permite gran fluidez en los ca´lculos por
computador, por lo que fueron usados para la creacio´n del test de primalidad
como el de Lucas Lehmer, que sera´ desarrollado en la seccio´n 3.2.
En la tabla 2.3 se muestran nu´meros primos que han sido calculados a partir
de la fo´rmula de Mersenne. En cada caso y de acuerdo con lo que se conoce,
se especifica la fecha de hallazgo y el nombre de la persona que lo hallo´, entre
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otros datos relacionados con el nu´mero. Debe tenerse en cuenta que au´n no
se conoce si existen ma´s nu´meros primos de Mersenne entre el 39 (M13466917)
y el 47 (M43112609), por lo tanto, esta tabla no es definitiva. Cronolo´gicamente
se descubrieron primero los nu´meros primos de Mersenne que aparecen en
las filas 30 y 31; despue´s s´ı se descrubrio´ el 29. [[49], [51]]
Es necesario aclarar que la mayor parte de los nu´meros primos de Mersen-
ne que han sido descubiertos, se han conseguido gracias a proyectos de in-
vestigacio´n que han sido desarrollados con el u´nico fin de encontrarlos; en
esos proyectos trabajan simulta´neamente varios investigadores con muchos
computadores, repartie´ndose el trabajo de los ca´lculo para hacerlos ma´s efi-
cientes. Tal es el caso del proyecto de nivel mundial GIMPS: Great Internet
Mersenne Prime Search, que se constituyo´ en enero de 1996 para conseguir
nu´meros primos de Mersenne, superando cada vez su taman˜o en te´rminos
de cifras (d´ıgitos); GIMPS aprovecha el poder de miles de computadores
personales (caseros) para lograr sus objetivos.
2.5. Teorema de los Nu´meros Primos
Una vez que se conoce el hecho de que existe una infinidad de nu´meros pri-
mos (teorema 2.18), puede observarse a partir de los primeros valores que
se muestran en la tabla 3.1, construida mediante el me´todo de Erato´stenes,
que no aparecen distribuidos en una forma homogenea, ni bajo algu´n orden
espec´ıfico. Puede verse por ejemplo que entre los 10 primeros nu´meros natu-
rales hay 4 que son primos, en la segunda decena de naturales (entre 11 y 20)
aparecen tambie´n 4, en la tercera decena son apenas 2 los primos, en la cuar-
ta decena hay tambie´n 2, pero en la quinta decena (entre 41 y 50) aumenta
a 3 su frecuencia. En una escala un poco mayor, observemos como cambia
la frecuencia de nu´meros primos en la tabla 2.4, examinando las variaciones
simulta´neamente por cada centenar y por cada millar de nu´meros naturales
[34].
En general puede observarse que la frecuencia en la aparicio´n de nu´meros
primos por cada centenar o cada millar de nu´meros naturales, tiende a la
disminucio´n, pero no bajo una regla estricta; no´tece por ejemplo que entre
7001 y 8000 hay 107 nu´meros primos, mientras que entre 8001 y 9000 hay
110 y la cifra vuelve a aumentar en el siguiente millar, pues entre 9001 y
10000 hay 112 nu´meros primos.
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Cuadro 2.3: Nu´meros Primos de Mersenne
No. n Mn = 2
n − 1 DI´GITOS FECHA DE HALLAZGO DESCUBRIDOR
1 2 3 1 Antigu¨edad Desconocido
2 3 7 1 Antigu¨edad Desconocido
3 5 31 2 Antigu¨edad Desconocido
4 7 127 3 Antigu¨edad Desconocido
5 13 8191 4 1456 Ano´nimo
6 17 131071 6 1588 Cataldi
7 19 524287 6 1588 Cataldi
8 31 2147483647 10 1772 Euler
9 61 2305843009213693951 19 1883 Pervushin
10 89 618970019...449562111 27 1911 Powers
11 107 162259276...010288127 33 1914 Powers
12 127 170141183...884105727 39 1876 Lucas
13 521 686479766...115057151 157 Enero 30 de 1952 Robinson (SWAC)
14 607 531137992...031728127 183 Enero 30 de 1952 Robinson (SWAC)
15 1279 104079321...168729087 386 Junio 25 de 1952 Robinson (SWAC)
16 2203 147597991...697771007 664 Octubre 07 de 1952 Robinson (SWAC)
17 2281 446087557...132836351 687 Octubre 09 de 1952 Robinson (SWAC)
18 3217 259117086...909315071 969 Septiembre 08 de 1957 Riesel
19 4253 190797007...350484991 1281 Noviembre 03 de 1961 Hurwitz
20 4423 285542542...608580607 1332 Noviembre 03 de 1961 Hurwitz
21 9689 478220278...225754111 2917 Mayo 11 de 1963 Gillies
22 9941 346088282...789463551 2993 Mayo 16 de 1963 Gillies
23 11213 281411201...696392191 3376 Junio 02 de 1963 Gillies
24 19937 431542479...968041471 6002 Marzo 04 1971 Tuckerman
25 21701 448679166...511882751 6533 Octubre 30 de 1978 Noll y Nickel
26 23209 402874115...779264511 6987 Febrero 09 de 1979 Noll
27 44497 854509824...011228671 13395 Abril 08 de 1979 Nelson y Slowinski
28 86243 536927995...433438207 25962 Septiembre 25 de 1982 Slowinski
29 110503 521928313...465515007 33265 Enero 28 de 1988 Colquitt y Welsh
30 132049 512740276...730061311 39751 Septiembre 20 de 1983 Slowinski
31 216091 746093103...815528447 65050 Septiembre 06 de 1985 Slowinski
32 756839 174135906...544677887 227832 Febrero 19 de 1992 Slowinski y Gage
33 859433 129498125...500142591 258716 Enero 10 de 1994 Slowinski y Gage
34 1257787 412245773...089366527 378632 Septiembre 03 de 1996 Slowinski y Gage
35 1398269 814717564...451315711 420921 Noviembre 13 de 1996 GIMPS / Joel Armengaud
36 2976221 623340076...729201151 895932 Agosto 24 de 1997 GIMPS / Gordon Spence
37 3021377 127411683...024694271 909526 Enero 27 de 1998 GIMPS / Roland Clarkson
38 6972593 437075744...924193791 2098960 Junio 01 de 1999 GIMPS / Nayan Hajratwala
39 13466917 924947738...256259071 4053946 Noviembre 14 de 2001 GIMPS / Michael Cameron
40 20996011 125976895...855682047 6320430 Noviembre 17 de 2003 GIMPS / Michael Shafer
41 24036583 299410429...733969407 7235733 Mayo 15 de 2004 GIMPS / Josh Findley
42 25964951 122164630...577077247 7816230 Febrero 18 de 2005 GIMPS / Martin Nowak
43 30402457 315416475...652943871 9152052 Diciembre 15 de 2005 GIMPS / Cooper y Boone
44 32582657 124575026...053967871 9808358 Septiembre 04 de 2006 GIMPS / Cooper y Boone
45 37156667 202254406...308220927 11185272 Septiembre 06 de 2008 GIMPS / Hans-Michael Elvenich
46 42643801 169873516...562314751 12837064 Abril 12 de 2009 GIMPS / Odd M. Strindmo
47 43112609 316470269...697152511 12978189 Agosto 23 de 2008 GIMPS / Edson Smith
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Cuadro 2.4: Nu´meros Primos: Distribucio´n Preliminar
RANGO PRIMOS RANGO PRIMOS
Desde 1 hasta 100 25 Desde 1 hasta 1000 168
Desde 101 hasta 200 21 Desde 1001 hasta 2000 135
Desde 201 hasta 300 16 Desde 2001 hasta 3000 127
Desde 301 hasta 400 16 Desde 3001 hasta 4000 120
Desde 401 hasta 500 17 Desde 4001 hasta 5000 119
Desde 501 hasta 600 14 Desde 5001 hasta 6000 114
Desde 601 hasta 700 16 Desde 6001 hasta 7000 117
Desde 701 hasta 800 14 Desde 7001 hasta 8000 107
Desde 801 hasta 900 15 Desde 8001 hasta 9000 110
Desde 901 hasta 1000 14 Desde 9001 hasta 10000 112
El Teorema de los Nu´meros Primos o TNP es un resultado que tiene que ver
con la distribucio´n de los nu´meros primos. Un hecho de relevancia entonces,
es que pueden encontrarse secuencias de nu´meros compuestos consecutivos
sin l´ımite (teorema 2.21), lo que conlleva a pensar que entre ma´s grande se
tome el nu´mero natural de referencia para el conteo de primos, el porcentaje
en la aparicio´n de e´stos, disminuye, pero nunca llega a ser cero. Adema´s,
sorprende que haya pares de nu´meros primos gemelos muy grandes como lo
son los que aparecen en la tabla 2.1, pues una primera idea que surge del
hecho de que cada vez aparezcan menos nu´meros primos, es que habr´ıa entre
ellos mayor separacio´n, sin embargo, la evidencia conlleva a pensar en la
posibilidad de que las parejas de nu´meros primos gemelos sean inagotables.
Se introduce el s´ımbolo Π(x) para representar el nu´mero de primos menores
o iguales que el nu´mero entero x, as´ı por ejemplo Π(100) = 25. En la tabla
2.5 se muestran los valores Π(x) para las primeras 10 potencias de 10, a la
vez que se observa la proporcio´n Π(x)
x
que puede traducirse en el porcentaje
de nu´meros primos que hay cuando x toma el valor de cada una de las
potencias en consideracio´n. En particular, se observa que para los primeros
100 naturales, el 25 % corresponde a nu´meros primos. La cuarta columna en
la tabla nos muestra el valor inverso de lo que aparece en la tercera, y es
la que va a servir de referencia para realizar el comparativo enunciado por
Gauss para el establecimiento del TNP.
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Cuadro 2.5: Distribucio´n de los Nu´meros Primos
x Π(x) Π(x)
x
r(x) = x
Π(x)
er(x) 1
ln(x)
10 4 0,40000000 2,50000000 12,182494 0,43429448
102 25 0,25000000 4,00000000 54,598150 0,21714724
103 168 0,16800000 5,95238095 384,668125 0,14476483
104 1229 0,12290000 8,13669650 3417,609127 0,10857362
105 9592 0,09592000 10,4253545 33703,4168 0,08685890
106 78498 0,07849800 12,7391781 340843,2932 0,07278241
107 664579 0,06645790 15,0471201 3426740,583 0,06204207
108 5761455 0,05761455 17,3567267 34508861,36 0,05428681
109 50847534 0,05084753 19,6666387 347626331,2 0,048225494
1010 455052512 0,04550525 21,9754863 3498101746 0,04342945
Los valores de las primeras tres columnas de la tabla 2.5 no son muy conclu-
yentes, solo ratifican el hecho de que la proporcio´n de primos va disminuyendo
respecto al valor x que se toma para el conteo. Sin embargo existe una re-
lacio´n muy sutil, refinada, y completamente inesperada, que fue resultado
de la observacio´n de Gauss. Para localizar el patro´n, deben considerarse el
nu´mero e y el logaritmo natural.
Lo que se obtiene entonces es una comparacio´n entre valores relacionados
y puede notarse all´ı, con las columnas tercera y sexta de la tabla, que sus
respectivos valores tienden a parecerse en la medida en que x se va haciendo
ma´s grande; es decir que para valores grandes de x
Π(x)
x
≈ 1
ln(x)
Con esta expresio´n se puede ya apreciar el sentido del teorema, enunciado en
2.39.
Teorema 2.39. TNP. Teorema de los Nu´meros Primos: Sea Π(x) el nu´mero
de primos que son menores o iguales que x y ln(x) es el logaritmo natural de
x, entonces se cumple para los valores grandes de x que
Π(x) ≈ x
ln(x)
46
No se pretende dar aqu´ı una demostracio´n, sino solamente hacer un ana´lisis
sobre el origen y el significado del teorema, pues ha de tenerse en cuenta que
muchos son los teoremas dentro de la teor´ıa de nu´meros, pero solo este recibe
el nombre de Teorema de los Nu´meros Primos.
Gauss reconocio´ el patro´n pero no lo demostro´. Ni lo hizo nadie en los cien
an˜os siguientes, hasta que fue demostrado por Jacques Hadamard (1865-
1963) y C. J. de la Vallee Poussin (1866-1962) en 1896, de manera simulta´nea
pero independientemente, usando ciertas te´cnicas muy complicadas de la
teor´ıa de ana´lisis nume´rico, relacionadas particularmente con la funcio´n zeta
de Riemann [[18], [40]].
Plantear hipo´tesis sobre datos como los que se muestran en el cuadro 2.5,
resulta ma´s accesible a los estudiantes de hoy en d´ıa, gracias a que son los
ordenadores los que ahora hacen los ca´lculos y organizan la informacio´n para
que ellos comprendan mejor y ma´s ra´pidamente las propiedades que puedan
observarse all´ı. Tambie´n podr´ıan descubrir patrones en cuadros como 2.4, 3.1
y 6.10.
La teor´ıa de los nu´meros primos sigue evolucionando en la actualidad de la
mano con los avances en la tecnolog´ıa informa´tica, pues e´stos han sido im-
prescindibles para los ca´lculos y ana´lisis de datos relacionados con nu´meros
naturales y su condicio´n de primalidad. Es por ello que los estudiantes de la
escuela actual, deben aprender los conceptos ba´sicos y todo el legado que so-
bre nu´meros primos han dejado las generaciones anteriores, al mismo tiempo
que van desarrollando sus habilidades en la apropiacio´n de las tecnolog´ıas
que les son contempora´neas; solo as´ı podra´n hacerse part´ıcipes del nivel que
requiere la humanidad para seguir produciendo conocimiento en torno a la
factorizacio´n prima de nu´meros naturales, como lo sugiere el proyecto GIMPS
que se describe en la seccio´n 6.6.12.
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Cap´ıtulo 3
ALGORITMOS DE
PRIMALIDAD
En este cap´ıtulo se explicara´ el funcionamiento de algunos procedimientos
mediante los cuales es posible analizar si un nu´mero es primo o no. Para
empezar se hace necesario considerar y diferenciar claramente las dos defini-
ciones que siguen a continuacio´n.
Definicio´n 3.1. Test de Primalidad: Un test (o chequeo) de primalidad
es un algoritmo tal que dado un nu´mero de entrada n, no consigue verificar
la hipo´tesis de un teorema cuya conclusio´n es que n es compuesto.
Definicio´n 3.2. Prueba de Primalidad: Una prueba de primalidad es
un algoritmo tal que dado un nu´mero de entrada n, verifica la hipo´tesis de
un teorema cuya conclusio´n es que n es primo o que no lo es. Una prueba de
primalidad es la verificacio´n computacional de dicho teorema y es conocida
tambie´n como test verdadero de primalidad.
Te´ngase en cuenta entonces que no es lo mismo un test que una prueba; la
diferencia radica en que los test son probabil´ısticos mientras que las pruebas
son determin´ısticas, lo que significa que con un test simplemente se conjetura
una alta probabilidad de que un nu´mero sea primo, pero sin poder asegurarlo,
mientras que la prueba determina de manera imperativa y demostrable, que
un nu´mero es primo o es compuesto. Los algoritmos presentados en 3.2 y 3.5
son del tipo PRUEBA, mientras que los presentados en 3.3 y 3.4 son del tipo
TEST.
48
3.1. Criba de Erato´stenes
El me´todo ma´s directo para ver si un nu´mero natural es primo o no, consiste
en establecer si es o no divisible por los naturales menores que e´l mismo;
resulta complicado aplicarlo en la medida en que los nu´meros se van hacien-
do ma´s grandes, pese a que el teorema 2.25, permite reducir la cantidad de
operaciones necesarias. Como ya se menciono´ en la seccio´n 1.1, Erato´stenes
descubrio´ un me´todo sistema´tico para identificar nu´meros primos a partir de
la lista ordenada de n nu´meros naturales a partir del 2. La criba de Erato´ste-
nes se aplica entonces para identificar nu´meros primos hasta donde le sea
posible por tiempo y esfuerzo a una persona, ir eliminando los nu´meros com-
puestos. Se inicia tomando el 2 y marcando todos los mu´ltiplos de e´ste que
aparecen en la lista; el siguiente nu´mero a seleccionar es el que este´ inmedia-
tamente despue´s del 2 sin marcar, o sea el 3 y a partir de e´l se marcan sus
mu´ltiplos que se encuentren au´n sin marcar en la lista. Se continua as´ı itera-
damente seleccionado el pro´ximo nu´mero que no este´ marcado, pues el hecho
de no estarlo significa que no tiene divisores menores que e´l mismo y por lo
tanto es primo, y se marcan tambie´n los mu´ltiplos de ese nu´mero que este´n
sin marca en la lista.
El procedimiento aplicado sobre la Criba de Erato´stenes corresponde enton-
ces a una forma preliminar de test verdadero de primalidad. En el cuadro
3.1 se muestra el procedimiento aplicado para identificar los nu´meros primos
menores que 300; cuando se esta´n marcando los nu´meros compuestos se fa-
cilita el proceso por el hecho de que hay columnas claramente definidas de
nu´meros pares e impares, lo que permite que se marquen ra´pidamente una
gran cantidad de nu´meros compuestos omitiendo en el escaneo las columnas
de pares, o tambie´n en el caso particular, pueden verse varias columnas que
esta´n conformadas por mu´ltiplos de 3, para las cua´les se procede de igual
manera. Podemos observar que 60 de los 62 primos menores que 300 se con-
centran en las columnas en las que se encuentran el 5, el 7, el 11 y el 13; lo
ma´s interesante es ver que si amplia´ramos el rango de nu´meros naturales a
clasificar, los primos seguir´ıan apareciendo so´lo en esas columnas. Estas ca-
racter´ısticas cambian de acuerdo al nu´mero de columnas en que organicemos
los nu´meros, pues no dar´ıa lo mismo si en lugar de 12 columnas, se tuvie-
ran por ejemplo 15, aunque resultar´ıan situaciones semejantes que tambie´n
permitir´ıan facilitar la identificacio´n de compuestos.
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Cuadro 3.1: Criba de Erato´stenes
2 3 4⊗ 5 6⊗ 7 8⊗ 9⊗ 10⊗ 11 12⊗
13 14⊗ 15⊗ 16⊗ 17 18⊗ 19 20⊗ 21⊗ 22⊗ 23 24⊗
25⊗ 26⊗ 27⊗ 28⊗ 29 30⊗ 31 32⊗ 33⊗ 34⊗ 35⊗ 36⊗
37 38⊗ 39⊗ 40⊗ 41 42⊗ 43 44⊗ 45⊗ 46⊗ 47 48⊗
49⊗ 50⊗ 51⊗ 52⊗ 53 54⊗ 55⊗ 56⊗ 57⊗ 58⊗ 59 60⊗
61 62⊗ 63⊗ 64⊗ 65⊗ 66⊗ 67 68⊗ 69⊗ 70⊗ 71 72⊗
73 74⊗ 75⊗ 76⊗ 77⊗ 78⊗ 79 80⊗ 81⊗ 82⊗ 83 84⊗
85⊗ 86⊗ 87⊗ 88⊗ 89 90⊗ 91⊗ 92⊗ 93⊗ 94⊗ 95⊗ 96⊗
97 98⊗ 99⊗ 100⊗ 101 102⊗ 103 104⊗ 105⊗ 106⊗ 107 108⊗
109 110⊗ 111⊗ 112⊗ 113 114⊗ 115⊗ 116⊗ 117⊗ 118⊗ 119⊗ 120⊗
121⊗ 122⊗ 123⊗ 124⊗ 125⊗ 126⊗ 127 128⊗ 129⊗ 130⊗ 131 132⊗
133⊗ 134⊗ 135⊗ 136⊗ 137 138⊗ 139 140⊗ 141⊗ 142⊗ 143⊗ 144⊗
145⊗ 146⊗ 147⊗ 148⊗ 149 150⊗ 151 152⊗ 153⊗ 154⊗ 155⊗ 156⊗
157 158⊗ 159⊗ 160⊗ 161⊗ 162⊗ 163 164⊗ 165⊗ 166⊗ 167 168⊗
169⊗ 170⊗ 171⊗ 172⊗ 173 174⊗ 175⊗ 176⊗ 177⊗ 178⊗ 179 180⊗
181 182⊗ 183⊗ 184⊗ 185⊗ 186⊗ 187⊗ 188⊗ 189⊗ 190⊗ 191 192⊗
193 194⊗ 195⊗ 196⊗ 197 198⊗ 199 200⊗ 201⊗ 202⊗ 203⊗ 204⊗
205⊗ 206⊗ 207⊗ 208⊗ 209⊗ 210⊗ 211 212⊗ 213⊗ 214⊗ 215⊗ 216⊗
217⊗ 218⊗ 219⊗ 220⊗ 221⊗ 222⊗ 223 224⊗ 225⊗ 226⊗ 227 228⊗
229 230⊗ 231⊗ 232⊗ 233 234⊗ 235⊗ 236⊗ 237⊗ 238⊗ 239 240⊗
241 242⊗ 243⊗ 244⊗ 245⊗ 246⊗ 247⊗ 248⊗ 249⊗ 250⊗ 251 252⊗
253⊗ 254⊗ 255⊗ 256⊗ 257 258⊗ 259⊗ 260⊗ 261⊗ 262⊗ 263 264⊗
265⊗ 266⊗ 267⊗ 268⊗ 269 270⊗ 271 272⊗ 273⊗ 274⊗ 275⊗ 276⊗
277 278⊗ 279⊗ 280⊗ 281 282⊗ 283 284⊗ 285⊗ 286⊗ 287⊗ 288⊗
289⊗ 290⊗ 291⊗ 292⊗ 293 294⊗ 295⊗ 296⊗ 297⊗ 298⊗ 299⊗ 300⊗
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3.2. Prueba de Lucas Lehmer
Los nu´meros primos ma´s grandes que se han encontrado son nu´meros de
Mersenne, esto se debe ba´sicamente a dos circunstancias:
1. En notacio´n binaria, los nu´meros de Mersenne se representan mediante
una serie ininterrumpida de unos (1) tan larga como indica el exponente
n; as´ı, 23 − 1 = 7 = 1112 y 27 − 1 = 127 = 11111112. Es decir que los
nu´meros de Mersenne tienen una estructura muy simple.
2. El test de Lucas Lehmer permite certificar de manera ra´pida la prima-
lidad de esta clase de nu´meros.
Ba´sicamente el test de Lucas Lehmer establece que para todo primo impar
p el nu´mero de Mersenne 2p − 1 es primo s´ı y solo si el residuo resultante
al dividir S(p − 1) entre 2p − 1 es 0, donde S es la sucesio´n definida como
S(1) = 4 y S(n + 1) = S2(n) − 2. Se omiten los impares no primos debido
a que es un hecho conocido desde que Marin Mersenne estudio´ su fo´rmula,
que para n compuesto, Mn tambie´n lo es.
Para una mejor interpretacio´n, se muestra a continuacio´n el algoritmo del
test de Lucas Lehmer:
Entrada: Un nu´mero primo p.
Salida: COMPUESTO si Mp es compuesto y PRIMO si Mp es un primo.
1. Def´ınase S1 ← 4
2. Def´ınase Mp ← 2p − 1
3. Para j desde 2 hasta n− 1 haga lo siguiente:
Sj ← (S2j−1 − 2)ModMp
4. Si Sj−1 = 0 entonces:
Retorne PRIMO
5. Si no, entonces:
Retorne COMPUESTO
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Debe tenerse en cuenta que los valores de S son fijos y predeterminados.
As´ı que se tienen los valores:
S(1) = 4
S(2) = 14
S(3) = 194
S(4) = 37634
S(5) = 1416317954
S(6) = 2005956546822746114
Los anteriores son los valores necesarios para aplicar el test al nu´mero M7 =
27 − 1. Entonces se calcula
S(6)÷ (27 − 1)
que es lo mismo que
2005956546822746114÷ 127 = 15794933439549182
Tal y como se esperaba el residuo es cero (la divisio´n es exacta), pues en
efecto 127 es un nu´mero primo.
Dado que el teorema intr´ınseco en el test afirma una doble implicacio´n, debe
darse que cuando el nu´mero de Mersenne generado con un p primo no es
nu´mero primo, entonces la divisio´n debe arrojar un residuo diferente de cero,
que debe ser lo que sucede para el caso p = 11, el cual genera el nu´mero de
Mersenne
211 − 1 = 2047 = 23× 89
que como puede observarse no es primo. Los ca´lculos para este son complejos
para realizar con una simple calculadora de mano, pues S(10) resulta ser un
nu´mero con 293 cifras.
El test de primalidad de Lucas Lehmer, realiza los ca´lculos mediante progra-
mas de computador usando el concepto de congruencias, pues no aplica las
divisiones directas, sino criterios y propiedades de la aritme´tica modular; en
cada caso se hace uso de las congruencias mo´dulo p. El problema fundamen-
tal de este test de primalidad es la falta de generalidad, pues solo es aplicable
para nu´meros de Mersenne [[10], [14], [46]].
52
3.3. Test de Solovay Strassen
El test de primalidad de Solovay Strassen (SS) es un test del orden proba-
bil´ıstico; la probabilidad de que la entrada sea un nu´mero compuesto ha-
biendo sido declarado como primo, es menor que (1
2
)t. Data de 1978 y fue
modificado en 1982, pero ahora se encuentra en desuso, debido a la aparicio´n
del test de Miller Rabin, el cual es ma´s eficiente y se enunciara´ en la seccio´n
3.4.
A continuacio´n se presenta la estructura del algoritmo de Solovay Strassen
[43]:
Entrada: Un nu´mero natural n > 1, el nu´mero k de veces que se ejecuta el
test y determina su fiabilidad.
Salida: COMPUESTO si n es compuesto y POSIBLE PRIMO si n es un
posible primo.
1. Para j desde 1 hasta k haga lo siguiente:
a) a← FUNCIO´N. Genera nu´mero aleatorio en el intervalo [2, n−2]
b) r ← an−12 mod n
c) Si (r 6= 1) ∧ (r 6= n− 1) entonces:
Retorne COMPUESTO
d) s← ( a
n
) /∗S´ımbolo de Jacobi/∗
e) Si r ≡/ s (mod n) entonces
Retorne COMPUESTO
2. Retorne POSIBLE PRIMO
3.4. Test de Miller Rabin
El test de Miller Rabin (MB), conocido tambie´n como el test fuerte del pseu-
doprimo, es el ma´s usado en la actualidad y se basa en el hecho de que si se
tiene un nu´mero primo n y n− 1 = 2sr con r impar, para todo a ∈ N tal que
(a, n) = 1, entonces se cumple una de las siguientes opciones:
1. ar ≡ 1 (mod n), o bien
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2. Existe un valor j en el intervalo [0, s− 1] tal que a2jr ≡ −1 (mod n)
El test de Miller Rabin se podr´ıa codificar de la siguiente manera:
Entrada: Un nu´mero natural n > 1, el nu´mero k de veces que se ejecuta el
test y nos determina su fiabilidad.
Salida: COMPUESTO si n es compuesto y POSIBLE PRIMO si n es un
posible primo.
1. Def´ınanse r y s tal que r es impar y (n− 1) = 2sr
2. Para j desde 1 hasta k haga lo siguiente:
a) a← FUNCIO´N Genera nu´mero aleatorio en intervalo [2, n− 2]
b) y ← ar mod n
c) Si (y 6= 1) ∧ (y 6= n− 1) entonces:
1) j ← 1
2) Mientras j ≤ (s− 1) ∧ y 6= (n− 1) haga lo siguiente:
a′ y ← y2 mod n
b′ Si y = 1 entonces:
Retorne COMPUESTO
c′ j ← j + 1
3) Si y 6= (n− 1) entonces:
Retorne COMPUESTO
3. Retorne POSIBLE PRIMO
En este test de primalidad, las operaciones necesarias se realizan ma´s ra´pida-
mente y la probabilidad de que la entrada sea un nu´mero compuesto habiendo
sido declarado como primo es menor que (1
4
)t. Los test MR y SS tienen la
ventaja frente al de Fermat (que esta´ basado en el PTF) de que es posible
aumentar la confianza de la primalidad con un valor de t arbitrariamente
alto (Fermat tiene el l´ımite definido por los nu´meros de Carmichael) [38].
3.5. Prueba de Primalidad AKS
El descubrimiento de un algoritmo determinista que se ejecuta ra´pidamente
y que se basa en hechos probados debe ser considerado un hito importante.
54
Concretamente en agosto del an˜o 2002 los acade´micos Manindra Agrawal,
Neeraj Kayal y Nitin Saxena, de la Universidad de Kanpur presentaron el
algoritmo determinista AKS (mejorado por D. Bersntein) para la determi-
nacio´n de la primalidad de un nu´mero. Es una versio´n simplificada del PTF,
que puede describirse con la expresio´n
(x− a)p ≡ (xp − a) (mod xr − 1, p)
Puede verse el funcionamiento ba´sico del test AKS mediante el siguiente
algoritmo [1]:
Entrada: Un nu´mero natural n > 1
Salida:COMPUESTO si n es compuesto y PRIMO si n es primo.
1. Si existen a, b ∈ N, b > 1 tal que n = ab entonces:
Retorne COMPUESTO
2. r ← 2
3. Mientras r < n haga lo siguiente:
a) Si (n, r) 6= 1 entonces:
Retorne COMPUESTO
b) Si r > 2 es primo, entonces:
1) q ← mayor factor de r − 1
2) Si q ≥ 4√rlog2(n) ∧ n
r−1
q ≡/ 1 (mod r) entonces:
Salga de este ciclo
c) r ← r + 1
4. Para a = 1 hasta 2
√
rlog2(n) haga lo siguiente:
a) Si (x− a)n ≡/ (xn − a) (mod xr − 1, n) entonces:
Retorne COMPUESTO
5. Retorne PRIMO
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3.6. Criba Cuadra´tica
La criba cuadra´tica o QS es un algoritmo de factorizacio´n de enteros. Sigue
siendo el ma´s ra´pido para los nu´meros enteros cercanos a los 100 d´ıgitos
y es considerablemente ma´s simple que la criba o algoritmo de campo de
nu´mero. Se trata de un algoritmo de factorizacio´n de propo´sito general, lo
que significa que su tiempo de ejecucio´n depende u´nicamente del taman˜o
del nu´mero entero en consideracio´n y no en su estructura o propiedades
especiales. Fue inventado por Carl Pomerance en 1981 como una mejora a la
criba de Richard Schroeppel.
El algoritmo procura establecer congruencias de cuadrados modulo n, que a
menudo conduce a una factorizacio´n de n. El algoritmo funciona en dos fases:
la fase de recopilacio´n de datos, donde se recoge la informacio´n que pueda
conducir a una congruencia y la fase de procesamiento de datos, donde se
ponen todos los datos recogidos en una matriz y se resuelve para obtener una
congruencia.
Dentro de la categor´ıa de algoritmos de propo´sito general, se encuentran
adema´s de la criba cuadra´tica: algoritmo de Dixon, factorizacio´n con fraccio-
nes continuas, algoritmo general de criba del cuerpo de nu´meros y factoriza-
cio´n de formas cuadradas de Shanks, entre otras.
La idea ba´sica del procedimiento que emplea la criba cuadra´tica, consiste en
que siendo n el entero a factorizar, se presupone la existencia de dos enteros
x, y tales que x2 ≡ y2 (mod n).Entonces como x2 − y2 = (x + y)(x − y) ≡
0 (mod n), puede resultar que x− y < n y (x− y, n) 6= 1. Por lo tanto x− y
tendra´ que ser un factor de n.
A modo de ejemplo, consideremos un nu´mero no trivial, es decir un nu´mero
que no sea tan evidentemente compuesto. Tomamos entonces un nu´mero que
no sea par, ni termine en o ni en cinco y cuyas cifras no sumen mu´ltiplo
de 3; por que la idea es determinar si es primo o compuesto y en los casos
mencionados, ser´ıa evidente y ra´pidamente identificable como un nu´mero
compuesto. Sea entonces 391 el que nos sirva como ejemplo.
Realizando ca´lculos como los sugeridos por el me´todo de factorizacio´n de
Fermat (seccio´n 2.3.2) se encuentra ra´pidamente que 391 = 202−32. Entonces
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para este caso x = 20 y y = 3, de donde x− y = 20− 3 = 17 es un factor de
391, luego 391 no es un nu´mero primo.
Tal vez la razo´n que ha dado la relevancia al algoritmo de la criba cuadra´tica,
es que Rivest, coautor de RSA, propuso en 1977 que la factorizacio´n de un
nu´mero de 129 d´ıgitos tardar´ıa 4 × 1016 an˜os, segu´n el estado de la Teor´ıa
de Nu´meros y la disponibilidad de algoritmos de entonces. Sin embargo, la
factorizacio´n del nu´mero propuesto por Rivest, el famoso RSA-129, se logro´ el
2 de abril de 1994, despue´s de menos de 8 meses de trabajo, mediante la criba
cuadra´tica. [[15], [36], [37]]
As´ı como existen los algoritmos de prpo´sito general, tambie´n existen los algo-
ritmos de propo´sito espec´ıfico, para los cuales el tiempo de ejecucio´n depende
de las propiedades de sus factores desconocidos: taman˜o, forma especial, etc.
Dichos factores cambian de un algoritmo a otro; encontramos entre ellos la
divisio´n por tentativa, algoritmos rho y p− 1 de Pollard, algoritmo p+ 1 de
Williams, factorizacio´n de curva el´ıptica de Lenstra, el me´todo de factoriza-
cio´n de Fermat y un algoritmo especial de criba del cuerpo de nu´meros, entre
otros.
Una aproximacio´n de lo que en la realidad ofrecen los distintos algoritmos
de primalidad aplicables mediante computadores, se vera´ en la seccio´n 6.4,
en la cual se sugerira´ a los estudiantes del ciclo tres, elaborar su propio
test de primalidad en una hoja de ca´lculo, usando algunos de los resultados
estudiados en la seccio´n 2.2. Para llegar a la comprensio´n de los algoritmos
de primalidad sofisticados y el alt´ısimo potencial de los computadores que
soportan los programas basados en ellos, es necesario comprender algoritmos
y fo´rmulas ba´sicas como las que se usan al programar una hoja de excel
que realiza divisiones, clasifica divisores y permite de manera a´gil y eficaz,
determinar si un nu´mero dentro de un rango determinado es o no un nu´mero
primo.
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Cap´ıtulo 4
APLICACIONES DE LOS
NU´MEROS PRIMOS
Parte de los avances en teor´ıas de la matema´tica se logra desde y por la ma-
tema´tica en s´ı misma, sin pretender alguna aplicacio´n concreta. Sin embargo
la historia ha demostrado que en muchos casos, despue´s de ser desarrolladas
las teor´ıas, a alguien se le ha ocurrido buscarles una utilidad o simplemente
las aplicaciones han surgido de la teor´ıa cuando quienes la desarrollan o la
estudian en profundidad vislumbran o proyectan maneras concretas de darle
uso. Tambie´n hay, desde luego, situaciones en que sucede lo contrario; las ne-
cesidades que nacen con el crecimiento de la tecnolog´ıa y la ciencia, motivan
a los matema´ticos a crear teor´ıas sobre las cua´les sustentar herramientas que
sirvan a la humanidad en su progreso.
En el caso de la teor´ıa de nu´meros primos, desde la antigu¨edad se inicia
su estudio u´nicamente por el intere´s que los humanos dieron a los nu´meros
mismos y sus caracter´ısticas, incluso con cierto misticismo al relacionar las
caracter´ısticas de los nu´meros con sucesos de la vida cotidiana, pero la teor´ıa
que actualmente se ha desarrollado en busca de nu´meros primos cada vez
ma´s grandes, ha sido motivada por la necesidad de garantizar la eficacia
de aplicaciones en seguridad informa´tica como el criptosistema RSA cuyo
estudio en este trabajo se vera´ en las secciones 4.2 y 6.6 [[5], [21]].
Se describen en este cap´ıtulo entonces dos aplicaciones referidas respectiva-
mente al uso de los nu´meros primos dentro del contexto de la matema´tica y
el uso que puede da´rseles en un contexto de claves seguras para el manejo de
la informacio´n y comunicacio´n virtual.
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4.1. Simplificacio´n de Ca´lculos Nume´ricos
El hecho de caracterizar un nu´mero como primo o compuesto, permite re-
solver de modo ma´s pra´ctico algunos ca´lculos que a su vez esta´n al servicio
de otras aplicaciones. Referire´ aqu´ı un uso espec´ıfico que se da dentro de la
ensen˜anza misma de la matema´tica en la escuela ba´sica y particularmente
en temas que se tratan en los cursos correspondientes al tercer ciclo de la
educacio´n.
El mcd o ma´ximo comu´n divisor entre nu´meros, al igual que el mcm o mı´nimo
comu´n mu´ltiplo, son conceptos que pueden ser usados para la resolucio´n de
algunos problemas de la aritme´tica ba´sica. Hallar con mayor facilidad tanto
el mcm como el mcd segu´n sea necesario, puede lograrse mediante la des-
composicio´n en factores primos, de los nu´meros implicados. Se mostrara´ un
ejemplo de cada situacio´n.
Problema: Se requiere construir una maqueta y se dispone para ello de tres
tiras o listones del material a utilizar: 180 cent´ımetros, 250 cent´ımetros y
300 cent´ımetros, son respectivamente las longitudes de las tiras. Para ha-
cer la base de una casa, se desea cortar los tres listones en trozos de igual
taman˜o, buscando en ma´ximo rendimiento del material con los trozos del
mayor taman˜o posible.
1. ¿Cua´l debe ser la longitud de cada trozo para que el nu´mero de cortes
sea el menor posible?
2. ¿Cua´ntos trozos de ese taman˜o se obtendra´n de cada listo´n del mate-
rial?
Planteamiento: Para que no sobre material, debe tenerse en cuenta que en
cada caso, los cortes deben hacerse en trozos que correspondan a longitudes
que dividan exactamente la longitud del listo´n. Es decir que Para el listo´n de
180 cent´ımetros, los cortes deben hacerse escogiendo como longitud de corte,
uno de los divisores de 180, para el listo´n de 250 cent´ımetros, los trozos
deben corresponder a divisores de 250 y de manera similar para el listo´n de
300 cent´ımetros, los trozos deben hacerse de acuerdo a un divisor de 300.
Para cada caso se tienen varias opciones: para 180 sirven trozos de 45 o de
15; para 250 sirven trozos de 25 o de 50; para 300 sirven trozos de 30, 50 o
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100, por ejemplo. Pero se busca que los trozos sean del mismo taman˜o y que
ese taman˜o sea el ma´s grande posible, luego al usar el ma´ximo comu´n divisor
entre 180, 250 y 300, se puede lograr el objetivo.
Ca´lculos: Se descompone cada uno de los valores de las longitudes en sus
factores primos y haciendo uso del resultado del teorema 2.29, se halla el
ma´ximo comu´n divisor requerido. Veamos:
180 2 250 2 300 2
90 2 125 5 150 2
45 3 25 5 75 3
15 3 5 5 25 5
5 5 1 5 5
1 1
De lo anterior, se tiene que
180 = 22 × 32 × 5 250 = 2× 53 300 = 22 × 3× 52
de donde
(180, 250, 300) = 2× 5 = 10
Respuesta: A partir de lo anterior, se pueden concluir claramente las res-
puestas a las preguntas planteadas en el enuciado del problema:
1. Para que el nu´mero de cortes sea el menor posible, deben e´stos hacerse
cada 10 cent´ımetros.
2. Del listo´n de 180 cent´ımetros se obtienen 18 trozos, del de 250 cent´ıme-
tros se obtienen 25 trozos y del de 300 cent´ımetros se obtienen 30.
Existen problemas en los que se requiere hallar el mı´nimo comu´n mu´ltiplo
de una serie de nu´meros o todos los divisores de un nu´mero, y la situacio´n se
resuelve con facilidad y sistema´ticamente mediante el uso de la descomposi-
cio´n en factores primos. Se presenta a continuacio´n un problema en el que
es necesario calcular el mı´nimo comu´n mu´ltiplo de un grupo de nu´meros; se
resolvera´ haciendo uso de la descomposicio´n en factores.
Problema: En una fa´brica operan cuatro ma´quinas que requieren manteni-
miento respectivamente cada 504 horas, 5488 horas, 588 horas y 1089 horas.
Sabiendo que siempre trabajan simulta´neamente, ¿cua´nto tiempo de trabajo
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transcurrira´ para que coincida el momento de mantenimiento para las cuatro
ma´quinas?
Planteamiento Cada ma´quina requiere mantenimiento segu´n los mu´ltiplos
de las horas de duracio´n de cada una de ellas; as´ı, la primera ma´quina
tendra´ mantenimiento a las 504 horas, a las 1008 horas, a las 1512 horas,
etc. De manera similar sucede con cada una de las otras ma´quinas, pero en
la segunda con mu´ltiplos de 5488, la tercera con mu´ltiplos de 588 y la cuarta
con mu´ltiplos de 1089. Entonces se debe calcular el mı´nimo comu´n mu´ltiplo
de esas cifras que representan la periodicidad de mantenimiento de las dife-
rentes ma´quinas, para saber cua´nto tiempo habra´ pasado cuando coincidan
las cuatro en mantenimiento.
Ca´lculos:Haremos uso de la descomposicio´n factorial de los cuatro nu´meros
y aplicaremos el resultado del teorema 2.29.
504 2 5488 2 588 2 1089 3
252 2 2744 2 294 2 363 3
126 2 1372 2 147 3 121 11
63 3 686 2 49 7 11 11
21 3 343 7 7 7 1
7 7 49 7 1
1 7 7
1
De lo anterior se tiene:
504 = 23 × 32 × 7 5488 = 24 × 73
588 = 22 × 3× 72 1089 = 32 × 112
Luego se concluye que el mı´nimo comu´n mu´ltiplo de los nu´meros es:
[504, 5488, 588, 1089] = 24 × 32 × 73 × 112 = 16× 9× 343× 121 = 5976432
Respuesta: El mantenimiento para las cuatro ma´quinas coincidira´ a las
5976432 horas de trabajo; dividiendo entre 24, se obtiene 249018 d´ıas, que a
su vez al dividirlo entre 365, nos arroja el resultado aproximado de 682 an˜os.
Lo anterior quiere decir que quiza´ en la vida u´til de las ma´quinas, nunca
coincidan los tiempos de mantenimiento para las cuatro ma´quinas, pues en
teor´ıa, la primera vez despue´s de iniciar simulta´neamente su funcionamiento,
solo se dar´ıa tras 682 largos an˜os, eso sin considerar que no necesariamente
las ma´quinas trabajan permanentemente.
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4.2. Criptograf´ıa
La teor´ıa de los nu´meros primos es una de las a´reas de la matema´tica pura
que tiene aplicacio´n directa en la vida cotidiana, pese a que el comu´n de
la gente no lo nota; las claves de seguridad informa´tica dependen de ello.
Concretamente se trata de la criptograf´ıa, que estudia los me´todos para cifrar
mensajes secretos de manera que u´nicamente puedan ser descifrados por el
receptor; nadie ma´s que los pueda interceptar, podra´ hacerlo.
Criptograf´ıa, es una palabra del espan˜ol que se deduce del griego Krypto:
oculto, unido con graphos: escribir. Es decir escritura oculta. Un ejemplo
cotidiano de criptograf´ıa esta´ en el env´ıo de un mensaje por correo electro´nico,
pues el mensaje en teor´ıa solo debe ser le´ıdo por el destinatario inscrito con
el correo electro´nico espec´ıfico al que se le hace el env´ıo.
Hay procesos ma´s elaborados para env´ıo de mensajes, como cuando se hace
uso de los co´digos ASCII (ver tabla 4.1) en numeracio´n hexadecimal, aunque
en este caso, el sistema es conocido pu´blicamente; sinembargo quien no lo co-
nozca no podr´ıa decifrar un mensaje escrito bajo ese co´digo. Pero un mensaje
puede presentarse no solo con una codificacio´n extran˜a, sino con una clave
adicional que modifique por ejemplo el orden de las letras o algo acordado
con la persona con quien se establece la comunicacio´n secreta.
Las dos te´cnicas ma´s sencillas de cifrado en la criptograf´ıa cla´sica, son la
sustitucio´n (que supone el cambio de significado de los elementos ba´sicos del
mensaje -las letras, los d´ıgitos o los s´ımbolos-) y la transposicio´n (que supone
una reordenacio´n de los mismos); la gran mayor´ıa de los criptogramas son
combinaciones de estas dos operaciones ba´sicas. El descifrado es el proceso
inverso que recupera el texto una vez conocida la clave. El conjunto de pro-
tocolos, algoritmos de cifrado, procesos de gestio´n de claves y acciones de los
usuarios, es lo que constituye un criptosistema, que es con lo que el usuario
final trabaja.
Existen los algoritmos que usan una u´nica clave tanto en el proceso de cifrado
como en el de descifrado, y los que emplean una clave para cifrar mensajes
y una clave distinta para descifrarlos. Los primeros corresponden a la crip-
tograf´ıa sime´trica mientras que los otros son de criptograf´ıa asime´trica.
Las aplicaciones de encriptacio´n pueden estar basadas bien en sistemas que
permiten al usuario elegir sus claves, bien en otros que se encargan de ha-
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cerlo ellos. Los sitemas que permiten al usuario elegir sus claves suelen ser
poco confiables, ya que para que una clave sea segura ante el criptoana´lisis
precisa no so´lo ser de un taman˜o adecuado, si no tambie´n haber sido elegida
con mucho cuidado. Es normal que las personas elijan claves basadas en su
nombre, apellidos, fecha de nacimiento, nu´mero de placa de su carro, etc.
Estas, por su propia constitucio´n, son inapropiadas, ya que lo primero que
suele hacer el que busca nuestras claves es someter el sistema a un ataque
basado en pruebas con generadores de miles de palabras, nu´meros o mezcla
de ambos comunes en un idioma, o palabras comunes en el entorno de la
persona propietaria de las mismas.
En el caso de que tengamos que elegir nosotros las claves debemos procurar
mezclar en ellas letras y nu´meros, creando una palabra o frase que no tenga
ningu´n sentido en el mundo real, y con la ma´xima extensio´n permitida por
el algoritmo. Y debemos tambie´n procurar escoger una clave diferente para
cada algoritmo, para evitar depositar toda nuestra seguridad en una u´nica
clave.
La criptograf´ıa con clave pu´blica corresponde a un co´digo que se agrega para
asegurar la confidencialidad de los mensajes con la ayuda de dos claves. Una
clave pu´blica que permite cifrar el mensaje y una clave privada que tiene
como objetivo el descifrado. Un importante grupo de co´digos asime´tricos
utiliza la tecnolog´ıa llamada RSA. La clave secreta esta´ determinada por la
descomposicio´n de un nu´mero entero grande, a menudo de varias centenas
de cifras, el cual tiene dos factores primos. Lo esencial de las te´cnicas usadas
actualmente para el ciframiento y desciframiento de mensajes, se basa en el
pequen˜o teorema de Fermat (teorema 2.32) para generar grandes nu´meros
primos o para comprobar la primalidad de un nu´mero [[6], [16]].
4.2.1. Sistema RSA
Durante la de´cada de los setenta, Bailey Whitfield Diffie (EEUU: 1944),
pionero en la criptograf´ıa asime´trica, publico´ junto a Martin Hellman, New
Directions in Cryptography, que presentaba un nuevo me´todo de distribucio´n
de claves criptogra´ficas para solucionar uno de los problemas fundamentales
de la criptograf´ıa: la distribucio´n de la clave. La publicacio´n trataba un nuevo
protocolo criptogra´fico (protocolo de Diffie-Hellman) que ha estimulado el
desarrollo pu´blico de un nuevo tipo de algoritmos de criptograf´ıa asime´trica.
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En 1977 Ronald Rivest, Adi Shamir y Leonard Adleman (RSA), un equi-
po de matema´ticos y cient´ıficos informa´ticos del Massachusetts Institute of
Technology, se dieron cuenta que los nu´meros primos eran la base ideal para
un proceso de cifraje fa´cil y descifraje dif´ıcil. Para tener una clave propia
se toman dos nu´meros primos muy grandes, con cerca de 100 d´ıgitos cada
uno, se multiplican para encontrar un nu´mero no primo ma´s grande. Para
cifrar el mensaje solo har´ıa falta conocer el nu´mero grande no primo, que es
el que se publica; para descifrarlo har´ıa falta conocer los dos nu´meros primos
originarios, que son los que se reservan para la clave privada. Lo que cuenta
es que aunque todo el mundo pueda conocer el nu´mero grande no primo, la
dificultad de obtener los nu´meros primos es inmensa.
Por ejemplo 11303 puede hacerse pu´blico como la parte cifradora de la clave,
solo que en este caso un computador personal encontrar´ıa su factorizacio´n
en un par de segundos o menos: 11303 = 89× 127. Al tener nu´meros de ma´s
de 100 cifras, computadores con programas potentes tardan varios an˜os en
hacer los ca´lculos necesarios para la factorizacio´n, as´ı que para hacer perder
el rastro a los esp´ıas, ser´ıa suficiente con cambiar la clave una vez al an˜o [42].
RSA es computacionalmente seguro, debido a que realizar la exponenciacio´n
modular es fa´cil, respecto al procedimiento inverso de extraccio´n de ra´ıces
mo´dulo n, ya que no es factible sin que se conozca la factorizacio´n de n.
Para dar mayor claridad a la aplicacio´n, se considerara´ en la seccio´n 6.6
una situacio´n particular aunque elemental, pues en general los ciframientos
y desciframientos se realizan con sofisticados programas de co´mputo, debido
prec´ısamente a la dificultad para hacer ca´lculos sin el uso de esa tecnolog´ıa.
En RSA se expresan las operaciones de cifrado y decifrado respectivamente
como se muestra a continuacio´n:
C = M e (mod n)
D = Cd (mod n)
En las expresiones anteriores se tiene que:
1. n es el compuesto que se obtiene por el producto de los dos primos
grandes.
2. C es el mensaje cifrado.
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3. M es el mensaje sin cifrar.
4. e es la clave pu´blica.
5. d es la clave privada.
6. D es el resultado del desciframiento del mensaje.
De manera general para el uso del sistema RSA, cualquier persona que desee
recibir mensajes secretos da a conocer n y e para que sus corresponsales cifren
el mensaje con la primera ecuacio´n; as´ı, recibe C y lo transforma o descifra
con conocimiento de su clave privada d, hacieno uso de la segunda ecuacio´n.
4.2.2. Base teo´rica de la aplicacio´n
Para aclarar el contexto, es necesario mencionar que la sigla ASCII (American
Standard Code for Information Interchange) corresponde al co´digo esta´ndar
americano para el intercambio de informacio´n, que define los caracteres que
se utilizan en el ordenador. Dada la existencia de mu´ltiples plataformas,
diversidad de hardware en el mercado e infinidad de sistemas operativos,
se han ajustado los co´digos utilizados por el ordenador atendiendo a estas
razones y al idioma de los usuarios. Se pueden definir 28 = 256 caracteres
que son almacenanados en la ROM (Read Only Memory) del ordenador.
Del 0 al 127 son caracteres ASCII definidos para el uso en el idioma ingle´s,
siendo del 0 al 31 caracteres no imprimibles (co´digos de control) y del 32
al 127 son caracteres normales. Para obtener un caracter en la pantalla se
debe pulsar la tecla ALT y simulta´neamente pulsar el numero que corres-
ponda con el caracter que deseamos mostrar. Por ejemplo al teclear ALT y
65 simulta´neamente, al soltar la tecla ALT se vera´ en pantalla el caracter A.
Del 128 al 256 son caracteres ASCII ampliados y cambian segu´n el idioma,
el hardware y el sistema operativo. Los acentos que no son frecuentemente
usados en el ingle´s son denominados caracteres ANSI. (American National
Standards Institute). En este trabajo se incluye la tabla 4.1, que muestra
algunos caracteres con sus co´digos ASCII.
Para poder aplicar el algoritmo RSA, necesitamos introducirnos un poco ma´s
en los conceptos y propiedades de la aritme´tica modular. Se ha mencionado
que el cifrar y el descifrar son procesos contrarios o inversos, luego se hace
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Cuadro 4.1: Co´digos ASCII
CAR DEC HEX CAR DEC HEX CAR DEC HEX
32 20 ! 33 21 ” 34 22
# 35 23 $ 36 24 % 37 25
( 40 28 ) 41 29 + 43 2B
, 44 2C . 46 2E 0 48 30
1 49 31 2 50 32 3 51 33
4 52 34 5 53 35 6 54 36
7 55 37 8 56 38 9 57 39
: 58 3A ; 59 3B < 60 3C
= 61 3D > 62 3E ? 63 3F
@ 64 40 A 65 41 B 66 42
C 67 43 D 68 44 E 69 45
F 70 46 G 71 47 H 72 48
I 73 49 J 74 4A K 75 4B
L 76 4C M 77 4D N 78 4E
O 79 4F P 80 50 Q 81 51
R 82 52 S 83 53 T 84 54
U 85 55 V 86 56 W 87 57
X 88 58 Y 89 59 Z 90 5A
a 97 61 b 98 62 c 99 63
d 100 64 e 101 65 f 102 66
g 103 67 h 104 68 i 105 69
j 106 6A k 107 6B l 108 6C
m 109 6D n 110 6E o 111 6F
p 112 70 q 113 71 r 114 72
s 115 73 t 116 74 u 117 75
v 118 76 w 119 77 x 120 78
y 121 79 z 122 7A a´ 225 E1
e´ 233 E9 ı´ 237 ED o´ 243 F3
u´ 250 FA n˜ 241 F1 u¨ 252 FC
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necesario entonces considerar una nueva definicio´n: Multiplicador modular
inverso.
Definicio´n 4.1. El Multiplicador Modular Inverso de un entero nmo´du-
lo p es un entero m tal que
nm ≡ 1 (mod p)
Dada la congruencia mo´dulo p, es posible encontrar varios valores m que
satisfacen la condicio´n de la definicio´n, pero se acostumbra a tomar como
representante al menor valor. Por ejemplo el multiplicador modular inverso
de 3 en mo´dulo 5 es m = 2, pues se tiene que 3× 2 = 6 y
6 ≡ 1 (mod 5)
Para el caso elegido, resulta cierta la equivalencia
3m ≡ 1 (mod 5)
para los valores m = 2 + 5k, k ∈ N
Nota 4.2. El multiplicador modular inverso de n es llamado tambie´n inverso
mo´dulo p de n. E´ste existe u´nicamente si (n, p) = 1.
Ejemplos espec´ıficos de aplicacio´n se reservan para la seccio´n 6.6, en la que
se muestra a los estudiantes del tercer ciclo, la manera como puede enviarse
un mensaje mediante el sistema RSA.
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Cap´ıtulo 5
EL CURRI´CULO DE LOS
PRIMOS
Para lograr una propuesta pedago´gica sobre nu´meros primos, el cap´ıtulo
inicia con una descripcio´n de la pol´ıtica escolar actual en lo que tiene que ver
con lineamientos curriculares y esta´ndares de competencias ba´sicas.
Luego de la descripcio´n del contexto escolar, se mostrara´ un ana´lisis de textos
escolares que evidenciara´ si ha habido o no transformacio´n o cambios subs-
tanciales en la ensen˜anza de nu´meros primos desde los inicios de la de´cada
de los an˜os noventa, pasando por los primeros an˜os del nuevo milenio y los
an˜os pro´ximos al presente 2011.
A partir del contexto escolar actual y su desarrollo durante las u´ltimas de´ca-
das, se iniciara´ entonces la contruccio´n de una propuesta que justifique el
nivel de importancia que deber´ıa darse al estudio de los nu´meros primos y de
que´ manera se podr´ıa abordar para que no solamente se obtengan los nive-
les deseados de aprendizaje sobre el tema en consideracio´n, sino que adema´s
se logre una iniciativa en los estudiantes que les permita valorar el contexto
cient´ıfico y cultural del estudio de la primalidad y la descomposicio´n factorial,
basa´ndose en las aplicaciones actuales en seguridad informa´tica.
5.1. Pol´ıtica Pu´blica del Curr´ıculo
Uno de los propo´sitos de este trabajo consiste en darle la importancia justa
al estudio de los nu´meros primos y la descomposicio´n factorial prima de
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nu´meros naturales, enfocando su estudio en el ciclo tres de la educacio´n.
En el marco del plan sectorial de educacio´n 2008 - 2012 Educacio´n de cali-
dad para una Bogota´ positiva, se propone la transformacio´n pedago´gica de la
escuela y de las pra´cticas de ensen˜anza desde una perspectiva de la reorgani-
zacio´n de la ensen˜anza por ciclos. All´ı se establece que los grados quinto, sexto
y se´ptimo, son los que conforman el ciclo tres; se justifica la clasificacio´n en
el hecho de que “cada ciclo desarrolla de manera integral los aspectos cogni-
tivos, afectivos, de relaciones interpersonales, psicolo´gicos y sociales propios
de cada edad para formar personas felices, auto´nomas, y ciudadanos corres-
ponsables con la sociedad y la ciudad”. La identidad de cada ciclo se da de
acuerdo con las caracter´ısticas particulares del grupo de estudiantes que lo
conforman (gustos, intereses y necesidades formativas) [[24], [31], [35], [41]].
Colombia ha tenido durante las u´ltimas de´cadas varios cambios en el sistema
educativo, particularmente en lo referido a curr´ıculo y planes de estudio en
las diferentes instituciones educativas. Uno de los ma´s importantes es el cam-
bio generado por la Constitucio´n Pol´ıtica Colombiana desde 1991, a partir de
la cual se desprende la Ley General de Educacio´n 115 de 1994, y de acuerdo
a lo propuesto en ella (dando cumplimiento al articulo 78), los documentos
sobre Lineamientos Curriculares que emite el Ministerio de Educacio´n Nacio-
nal desde 1998 para las diferentes areas del conocimiento, incluyendo claro
esta´, los correspondientes a Matema´ticas .
Los Lineamientos Curriculares para matema´ticas ponen de manifiesto al-
gunos antecedentes que motivaron su elaboracio´n; unos relacionados con el
desarrollo del a´rea en el pa´ıs y otros relacionados con pol´ıtica educativa.
Proponen adema´s unos referentes para orientar a las instituciones educativas
en el disen˜o y desarrollo del curr´ıculo dentro del respectivo Proyecto Edu-
cativo Institucional; tienen que ver con la reflexio´n sobre la naturaleza de
las matema´ticas y sus implicaciones pedago´gicas, sobre una nueva visio´n del
conocimiento matema´tico escolar y la evaluacio´n [30].
Como consecuencia inmediata de los lineamientos curriculares de matema´ti-
cas, se hace necesario establecer tambie´n una serie de Esta´ndares Ba´sicos de
Competencias en Matema´ticas (igualmente para otras a´reas del conocimiento
para las que tambie´n se construyeron lineamientos curriculares), que son los
que determinan de manera espec´ıfica los alcances conceptuales, habilidades y
competencias que tendra´ que desarrollar un estudiante al aprobar los distin-
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tos grados de la educacio´n ba´sica y media; se establecen grupos de esta´ndares
por cada dos o tres grados de la educacio´n. [20]
El documento de los esta´ndares ba´sicos de competencias en matema´ticas,
dando atencio´n a los lineamientos curriculares de matema´ticas, propone una
distribucio´n de aque´llos de acuerdo con cinco categor´ıas del pensamiento
matema´tico. El documento expresa que “La renovacio´n curricular propuso
acercarse a las distintas regiones de las matema´ticas, los nu´meros, la geo-
metr´ıa, las medidas, los datos estad´ısticos, la misma lo´gica y los conjuntos
desde una perspectiva siste´mica que los comprendiera como totalidades es-
tructuradas, con sus elementos, sus operaciones y sus relaciones”. Por eso los
esta´ndares aparecen como parte de alguna de las categor´ıas siguientes:
1. Pensamiento nume´rico y sistemas nume´ricos.
2. Pensamiento espacial y sistemas geome´tricos.
3. Pensamiento me´trico y sistemas de medida.
4. Pensamiento aleatorio y sistemas de datos.
5. Pensamiento variacional y sistemas algebra´icos y anal´ıticos.
A partir de los t´ıtulos que enuncian la clasificacio´n de los esta´ndares ba´sicos
de competencias en matema´ticas, puede esperarse que los relacionados con
primalidad y descomposicio´n factorial, se encuentren en la clase Pensamiento
nume´rico y sistemas nume´ricos. Sin embargo, despue´s de revisarlos todos,
solo se encuentran los siguientes que de alguna manera permean el estudio,
o mejor, la necesidad de incluir para su complementacio´n y alcance, a los
nu´meros primos y la descomposicio´n factorial de nu´meros naturales:
1. Reconozco propiedades de los nu´meros (ser par, ser impar, etc.) y re-
laciones entre ellos (ser mayor que, ser menor que, ser mu´ltiplo de, ser
divisible por, etc.) en diferentes contextos.
2. Identifico regularidades y propiedades de los nu´meros utilizando dife-
rentes instrumentos de ca´lculo (calculadoras, a´bacos, bloques multiba-
se, etc.).
3. Resuelvo y formulo problemas cuya estrategia de solucio´n requiera de
las relaciones y propiedades de los nu´meros naturales y sus operaciones.
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4. Justifico regularidades y propiedades de los nu´meros, sus relaciones y
operaciones.
5. Establezco conjeturas sobre propiedades y relaciones de los nu´meros,
utilizando calculadoras o computadores.
6. Resuelvo problemas y simplifico ca´lculos usando propiedades y relacio-
nes de los nu´meros reales y de las relaciones y operaciones entre ellos.
7. Utilizo argumentos de la teor´ıa de nu´meros para justificar relaciones
que involucran nu´meros naturales.
No´tese que se han enumerado siete esta´ndares, todos tomados del pensa-
miento nume´rico y sistemas nume´ricos, pero que forman parte de diferentes
grupos de grados: los dos primeros esta´ndares enunciados, corresponden a
los que se deber´ıa alcanzar al terminar el grupo comprendido entre primero
y tercer grado; los dos siguientes (esta´ndares 3 y 4), deber´ıan alcanzarse al
finalizar el grado quinto; el esta´ndar nu´mero 5 se plantea para el te´rmino del
grado se´ptimo; el esta´ndar 6 espera ser superado al finalizar el grado noveno;
y por u´ltimo, el esta´ndar 7, deber´ıa satisfacerse en el momento en que un
estudiante termine su grado unde´cimo de la educacio´n media. Ninguno de
estos esta´ndares hace referencia expl´ıcita a nu´meros primos o descomposi-
cio´n factorial de nu´meros naturales, pero para cada uno de ellos es posible
mostrar la mutua relacio´n existente.
Por ejemplo, para comprender el concepto mismo de nu´mero primo, es preciso
reconocer la relacio´n de divisibilidad entre nu´mero naturales, pues solo de esta
manera se puede evidenciar que un nu´mero tenga exactamente dos diviores
y por ello sea primo, o que tenga ma´s de dos divisores y por ello no sea
nu´mero primo. Lo anterior pone en evidencia que desde los primeros grados
de la educacio´n ba´sica (primero a tercer grado), se van desarrollando las
competencias necesarias para la construccio´n del concepto de nu´mero primo.
Tomando el esta´ndar nu´mero dos, puede lograrse que un estudiante del gra-
do tercero utilice instrumentos de ca´lculo para evaluar los divisores de un
nu´mero y as´ı clasificar con cierta facilidad los nu´meros que son primos y
distinguirlos de los que no lo son; por lo menos para nu´meros pequen˜os to-
mados a gusto del estudiante, pero con ello va involucra´ndose con el concepto.
Adema´s el estudiante que finalice el grado tercero debe estar en capacidad
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de usar diferentes intrumentos de ca´lculo para que una vez que reconozca
algunos nu´meros primos, tambie´n sea capaz de construir con ellos variedad
de nu´meros compuestos haciendo diferentes combinaciones multiplicativas y
de manera similar, pero al contrario, que pueda identificar los nu´meros pri-
mos en los que se descompone un cierto nu´mero natural dado (si este no es
primo).
La observacio´n y ana´lisis que se ha descrito en la seccio´n 2.5 para concluir
con el teorema de los nu´meros primos (teorema 2.39), es un ejemplo en el
que se evidencia el logro de los esta´ndares 4 y 5. Ser capaz de justificar con
argumentos so´lidos diferentes criterios de divisibilidad aplicables a nu´meros
grandes, es una muestra que evidenciar´ıa el dominio del esta´ndar nu´mero 7,
al igual que el hecho de simplificar expresiones mediante el uso reiterado de
la descomposicio´n factorial de naturales.
Pero lo sobresaliente de los hechos anteriores es que en apariencia, los linea-
mientos curriculares y los esta´ndares de competencias ba´sicas en matema´ti-
cas, dejan en un segundo plano y sin mayor importancia el tema de los
nu´meros primos y la descomposicio´n factorial de nu´meros naturales; simple-
mente pueden formar parte de los alcances que se pretende tener a trave´s
de la educacio´n ba´sica y media en lo que respecta al pensamiento y sistemas
nume´ricos.
5.2. Nu´meros Primos en Textos Escolares
En la seccio´n anterior, se ha puesto de manifiesto que las orientaciones cu-
rriculares vigentes no destacan de manera expl´ıcita el aprendizaje de los
nu´meros primos y la descomposicio´n factorial de nu´meros naturales. Enton-
ces surgen ahora inquietudes como:
1. ¿Que´ se hace en la realidad escolar acerca del tema?
2. ¿Que´ alcance se ha pretendido tener con la ensen˜anza de los nu´meros
primos en la escuela?
3. ¿Que´ es lo que en realidad han aprendido los estudiantes en la escuela
sobre nu´meros primos?
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4. ¿Que´ deber´ıan aprender sobre primos los estudiantes del ciclo tres?
Pues bien, los anteriores son algunos de los interrogantes que se ira´n despe-
jando en la medida en que se vaya logrando el planteamiento de la propuesta
que tendra´ como fin, darle mayor importancia a la ensen˜anza de los nu´meros
primos y evidenciar en las pra´cticas de los estudiantes un acercamiento ma´s
conciente a los problemas de la primalidad, tales como:
1. ¿Co´mo son usados los nu´meros primos en la criptograf´ıa?
2. ¿Que´ me´todos y medios se usan para descubrir nu´meros primos?
3. ¿Por que´ es importante encontrar ma´s nu´meros primos que au´n no han
sido descubiertos?
4. ¿Que´ puede hacer un estudiante del ciclo tres para participar en la
bu´squeda de nu´meros primos?
Despue´s de clasificar algunos textos de matema´ticas usados en Colombia du-
rante las u´ltimas de´cadas, puede evidenciarse mediante un ana´lisis cuidadoso
de los mismos, la manera como ha evolucionado la ensen˜anza de los nu´meros
primos y la factorizacio´n prima de nu´meros naturales en el pa´ıs. Se destacan
tres per´ıodos importantes en la clasificacio´n, que corresponden a textos edi-
tados con anterioridad al planteamiento de la propuesta de los lineamientos
curriculares (antes de 1994, seccio´n 5.2.1), textos que se editaron a partir
de los lineamientos curriculares (1994 a 2003, seccio´n 5.2.2) y por u´ltimo,
textos escolares nacidos con el nuevo milenio, a partir de la publicacio´n de
los esta´ndares para matema´ticas (2004 a 2011, seccio´n 5.2.3).
5.2.1. Textos escolares anteriores a los lineamientos
curriculares
Despue´s de observar con detenimiento el contenido de cinco series de textos
escolares editados entre 1990 y 1994, se escoge un ejemplar de una de ellas,
con el fin de tomarlo como referencia y hacer una descripcio´n ma´s detallada de
su contenido; aunque las diferentes editoriales ofrecen diferentes maneras de
presentacio´n y actividades, se conserva en la esencia la distribucio´n tema´tica
de las unidades de trabajo y es claro entonces que el grado sexto es el grado de
la educacio´n secundaria en el cual se hace expl´ıcito el estudio de los nu´meros
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primos. Cada una de las series de textos corresponde a una editorial diferente
y todas han sido comercializadas en Colombia.
Descripcio´n del texto escolar representativo
En la serie de textos MATEMA´TICA 2000, el libro correspondiente al grado
sexto es el que incluye dentro de una de sus unidades, el desarrollo tema´ti-
co de los nu´meros primos. Encontramos en e´l seis unidades; se describe a
continuacio´n el contenido general de cada unidad y se destacan los temas
desarrollados en la unidad en la que se incluyen los nu´meros primos, para
considerar algunos aspectos de ana´lisis sobre el contexto en que se propone
su estudio [3]:
1. Unidad Uno: Sistemas de Numeracio´n.
Incluye historia y descripcio´n de algunos sistemas de numeracio´n an-
tigu¨os; se destacan el sistema de numeracio´n romano, los sistemas de
numeracio´n multiplicativos y de valor relativo o posicional, el binario
y otras bases.
2. Unidad Dos: Sistema de los Nu´meros Naturales.
Despue´s de describir la conformacio´n del conjunto de nu´meros natura-
les, se intruduce el estudio de las propiedades de las operaciones ba´sicas
dentro de e´ste conjunto nume´rico. Se muestran algunas situaciones de
aplicacio´n tanto de las operaciones como de sus propiedades y se des-
criben tambie´n las operaciones de ca´lculo de potencias y ra´ıces con
naturales, una breve descripcio´n de la logaritmacio´n y se inicia el con-
texto espec´ıfico del estudio de los nu´meros primos con la presentacio´n
de los conceptos de Mu´ltiplo y Divisor. Desde all´ı se precisan los con-
ceptos de Nu´mero Primo y Nu´mero Compuesto y se cierra la unidad
con el proceso para calcular tanto el Mı´nimo Comu´n Mu´ltiplo, como el
Ma´ximo Comu´n Divisor, entre varios nu´meros naturales.
3. Unidad Tres: Lo´gica y Conjuntos.
Describe los conceptos ba´sicos de conjuntos con operaciones y relaciones
entre e´stos (unio´n, interseccio´n, diferencia, pertencia, inclusio´n, etc).
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4. Unidad Cuatro: Los Nu´meros Fraccionarios y su Expresio´n Decimal.
Inicia con el concepto de fraccio´n y el conjunto de fracciones, pasando
por las operaciones entre estos entes nume´ricos y la manera en que se
relacionan o expresan con la notacio´n decimal. Se explican maneras en
que pueden expresarse los fraccionarios como decimales y viceversa.
5. Unidad Cinco: Sistemas de Datos.
Describe algunos elementos muy ba´sicos de la estad´ıstica, haciendo
e´nfasis en representacio´n e interpretacio´n de informacio´n.
6. Unidad Seis: Geometr´ıa y Medicio´n.
Destaca el sistema me´trico decimal y comparaciones con otras unidades
de medicio´n. Muestra el desarrollo de algunos movimientos de figuras
en el plano y termina con el estudio de a´ngulos y pol´ıgonos, enfatizando
en el estudios ba´sicos de tria´ngulos recta´ngulos.
Se observa en la presentacio´n de temas que no existe una unidad dedicada
de manera exclusiva al estudio de los nu´meros primos, pero se incluye en la
unidad que contiene el estudio de los nu´meros naturales.
Nu´meros primos y compuestos en el texto
Dentro de la unidad que trata El Sistema de los nu´meros naturales, solo tres
pa´ginas esta´n dedicadas a los nu´meros primos y la descomposicio´n factorial
prima de nu´meros compuestos (pa´ginas 84, 85 y 86). La presentacio´n se
compone de lo siguiente:
1. Definicio´n de nu´mero primo con algunos ejemplos usando nu´meros me-
nores que 50.
2. Ejercicio propuesto para calcular los primos menores que 50.
3. Descripcio´n de la criba de Erato´stenes, usada para calcular los primos
menores que 50, pero se muestra la criba con los naturales hasta 100.
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4. Cuestionario que permite evaluar si el estudiante ha comprendido lo
incluido previamente en el texto, verificando primalidad de nu´meros
menores que 100 y reafirmando la definicio´n de nu´mero primo.
5. Reflexiones sobre primaliad, destacando el teorema de Euclides (infini-
tud de primos), la conjetura de Goldbach (Todo nu´mero mayor que dos
es la suma de dos nu´meros primos), el postulado de Bertrand (Entre un
natural mayor que uno y su doble, existe al menos un nu´mero primo)
y una reflexio´n sobre el problema de encontrar una fo´rmula generadora
de todos los nu´meros primos, destacando que se han hallado algunas
que generan primos, pero no siempre.
6. Afirmacio´n de que todo compuesto se puede expresar como el producto
de primos, mostrando como ejemplo la descomposicio´n de 48.
7. Ejercicios de pra´ctica de descomposicio´n factorial con los nu´meros na-
turales 50, 106, 144, 108, 96 y 256.
Posteriormente, el texto inicia el desarrollo de criterios de divisibilidad e
involucra algunos nu´meros compuestos hasta de cinco cifras. Ma´s adelante,
cuando trata sobre Ma´ximo Comu´n Divisor y Mı´nimo Comu´n Mu´ltiplo, usa
la descomposicio´n factorial prima como me´todo para facilitar calculos. En
el resto del libro no se ve significativamente nada de valor agregado sobre
nu´meros primos ni descomposicio´n factorial prima de nu´meros naturales.
5.2.2. Textos escolares editados a partir de lineamien-
tos curriculares
Algunas de las caracter´ısticas que introducen las diferentes editoriales en este
per´ıodo, se describen a continuacio´n:
1. Uso de talleres apoyados por software educativo; varias de las publi-
caciones de la e´poca anexan un diskette con algu´n programa para uso
en computador, con el cual se profundiza en los temas tratados en los
textos.
2. Descripcio´n expl´ıcita de logros, indicadores de logros y prerrequisitos,
que se deben tener en cuenta con los estudiantes en cada una de las
unidades planteadas dentro del texto.
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3. Se evidencia mayor preocupacio´n por contextualizar histo´ricamente los
temas tratados.
4. Presentacio´n de ejercicios y talleres con mayor e´nfasis en la profundi-
zacio´n de sus alcances.
Varios de los textos elegidos fueron adquiridos y usados durante el ejercicio
como estudiante de licenciatura en matema´ticas y como docente, por el autor
de este trabajo. Al observar tambie´n una coincidencia fundamental en temas
desarrollados, se elige como representante de esta etapa, un libro de la serie
de textos de MATEMA´TICAS PRENTICE HALL (Evaluacio´n por compe-
tencias y nuevo examen de estado) , el libro para grado sexto de edicio´n 2001
[8].
Descripcio´n del texto escolar representativo
El texto escolar Matema´ticas 6 de la serie de 2001 de Prentice Hall, subdivide
sus unidades en 15 secciones, a saber:
1. Fundamentos matema´ticos: Actividades de refuerzo basadas en situa-
ciones reales.
2. Conexio´n con la historia: Muestra las necesidades y culturales que han
propiciado el conocimiento.
3. Requisitos: Autoevaluacio´n para afianzamiento de bases.
4. Leccio´n: Desarrolla paso a paso cada nuevo concepto, mostrando ejem-
plos y llegando al marco general del mismo.
5. Pra´ctica: Ejercicios con niveles de dificultad diferenciados.
6. Actividades de nivelacio´n: Procura la recapitulacio´n de lo aprendido
por el estudiante.
7. Situaciones problemas: Aplicaciones con la vida real.
8. El nuevo examen de estado: Familiariza al estudiante con la nueva
prueba.
9. Ingenio y gimnasia matema´tica: Relacio´n con la tecnolog´ıa; despierta
curiosidad.
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10. Tecnolog´ıa aplicada: uso de computadores y programas (DERIVE).
11. Resumen: Retoma ideas y conceptos esenciales.
12. Evaluacio´n por competencias: evalu´a competencias matema´ticas en co-
nocimiento, problemas y comunicacio´n matema´tica.
13. Mapa conceptual: Recurso gra´fico para esquematizar lo aprendido.
14. Respuestas: para comprobar resolucio´n de problemas y ejercicios.
15. Actividades de Profundizacio´n: Actividades de mayor complejidad con-
ceptual.
Nu´meros primos y compuestos en el texto
En relacio´n con el estudio de los nu´meros primos y la descomposicio´n fac-
torial de nu´meros naturales, el tema sigue siendo secundario, dentro de la
segunda unidad dedicada al estudio de los nu´meros naturales. Pero en efec-
to, dentro de la unidad se evidencia que el proceso del desarrollo del concepto
de nu´mero primo y la descomposicio´n factorial de naturales, se ofrece de ma-
nera gradual al estudiar sus 15 secciones; acerca al estudiante al uso de la
tecnolog´ıa del programa DERIVE, para el trabajo con primos grandes y des-
composicio´n de naturales en factores primos. La novedade es entonces el uso
del programa DERIVE para profundizar sobre los conceptos estudiados, al
igual que algunas pautas de aplicaciones de primos en seguridad informa´tica.
5.2.3. Textos escolares que atienden a esta´ndares ba´si-
cos
Los libros para la revisio´n de esta etapa, fueron seleccionados a partir de
la oferta de diferentes editoriales en el contexto de la Vitrina Pedago´gica,
proyecto impulsado por el Ministerio de Educacio´n Nacional en desarrollo del
programa de la Revolucio´n Educativa 2002 − 2006 denominado “Fomentar:
pertinencia de los programas ofrecidos, desarrollo de competencias, televisio´n,
radio educativa y nuevas tecnolog´ıas”.
La vitrina ha sido una estrategia a trave´s de la cual los establecimientos
educativos oficiales, de acuerdo con la Ley 80 de 1993, se proveen de textos y
libros escolares para el desarrollo de la labor educativa. La Vitrina Pedago´gica
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genera un espacio y punto de encuentro con la oferta editorial para que
los docentes y representantes de los establecimientos educativos conozcan y
seleccionen auto´nomamente textos escolares y libros de consulta, referencia
e intere´s general, de acuerdo con su Proyecto Educativo Institucional y sus
necesidades espec´ıficas.
Al igual que en las secciones anteriores, se escogio´ en representacio´n, uno
de los textos escolares de la e´poca, con el fin de describir las diferencias
significativas en la edicio´n repecto a lo que se hizo antes de la publicacio´n de
los esta´ndares ba´sicos de matema´ticas, en particular en lo referido al estudio
de nu´meros primos [12].
Descripcio´n del texto escolar representativo
El texto representativo en este caso, se escogio´ entre las cinco opciones ofre-
cidas por cinco editoriales diferentes: Tercera edicio´n (2004) de la serie de
matema´ticas para la educacio´n secundaria y media: ALFA 6 con esta´nda-
res.El texto cuenta con diez unidades:
1. Nu´meros naturales.
2. Teor´ıa de nu´meros.
3. Problemas, lo´gica y conjuntos.
4. Nu´meros Fraccionarios.
5. Nu´meros Decimales.
6. Medida.
7. Geometr´ıa.
8. Movimientos en el plano.
9. Razo´n, proporcio´n, porcentajes.
10. Estad´ıstica.
Cada una de las unidades inicia con una descripcio´n de la manera en que se
desarrollan los temas de la unidad en relacio´n con los esta´ndares ba´sicos de
competencias en matema´ticas, continuando con una serie de procesos en los
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que se ve el desarrollo cognitivo de los temas tratados en la unidad. Sigue
una contextualizacio´n del orden histo´rico, una revisio´n de preconceptos rela-
cionados con los temas a tratar y con la descripcio´n de algunas aplicaciones
en que se encuentran los temas estudiados en la unidad.
Respecto a ediciones anteriores, puede decirse que la diferencia en el res-
to de la presentacio´n de los temas, se evidencia en un mayor intere´s por
la especificacio´n de los contenidos; mayor nu´mero de ejercicios y ejemplos
con mejor ilustracio´n, aclaraciones de diversa ı´ndole y talleres con preguntas
contextualizadas en el desarrollo de competencias ba´sicas.
Nu´meros primos y compuestos en el texto
El tema de los nu´meros primos y compuestos, au´n no se presenta sino co-
mo parte de una de las unidades; la nu´mero dos, sobre Teor´ıa de nu´meros.
Sin embargo sigue acompan˜ado de los temas relacionados con divisibilidad,
mu´ltiplos y divisores.
La unidad nu´mero dos, de Teor´ıa de nu´meros, indica que los temas all´ı tra-
tados, favorecen el desarrollo de esta´ndares del pensamiento nume´rico, in-
cluyendo la primera leccio´n, que es la que trata sobre nu´meros primos y
compuestos.
El desarrollo de la leccio´n sobre nu´meros primos y compuestos inicia con
la propuesta de un juego con cartas, mediante el cual los estudiantes tie-
nen la posibilidad de prepararse an´ımicamente para los conceptos a estudiar;
lanzan cartas ordena´ndolas de acuerdo a la relacio´n de divisibilidad (o mul-
tiplicidad) que exista entre ellas, ganando quien agote sus cartas primero,
reconocie´ndole su habilidad de identificar mu´ltiplos y divisores de nu´meros
(para el caso, menores que 100). Seguidamente se muestra la definicio´n de
nu´mero primo, se proponen algunos ejercicios de aprestamiento con nu´meros
pequen˜os (menores que 100) y se describe el proceso de aplicacio´n de la criba
de Erato´stenes, con el fin de hallar los 25 primeros nu´meros primos.
La unidad de teor´ıa de nu´meros sigue su desarrollo con las lecciones relacio-
nadas con criterios de divisibilidad aplicando argumentos geome´tricos, des-
composicio´n en factores primos, divisores y mu´ltiplos, ma´ximo comu´n divisor
y mı´nimo comu´n mu´ltiplo.
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Cap´ıtulo 6
PROPUESTA PARA LA
ENSEN˜ANZA DE LOS
NU´MEROS PRIMOS EN EL
TERCER CICLO
En esta seccio´n del trabajo se plantea una propuesta para que los estudiantes
que cursan los grados quinto, sexto y se´ptimo, encuentren un pretexto para
explorar por s´ı mismos mediante el uso de programas para computador, hojas
de ca´lculo de excel y ana´lisis de datos, algunas de las propiedades destacadas
de los nu´meros primos, llegando no solo a dominar el concepto de primalidad
y a descomponer en factores primos nu´meros naturales de diversos taman˜os,
sino que adema´s conocera´n una de las aplicaciones actuales y sofisticadas de
la teor´ıa de nu´meros primos: la criptograf´ıa.
Familiarizarse con aspectos de la Teor´ıa de Nu´meros que esta´n implicados
en la explicacio´n y desarrollo del algoritmo RSA, usado en ejemplos de co-
dificacio´n y decodificacio´n de informacio´n (mensajes), utilizar software edu-
cativo espec´ıfico tanto en criptograf´ıa como para el ca´lculo o clasificacio´n
de nu´meros naturales grandes en compuestos o primos, hacer uso provecho-
so de bibliograf´ıa para profundizar en las teor´ıas matema´ticas relacionadas
con primalidad, conseguir llegar a una simulacio´n sencilla con el cifrado y
descifrado de un mensaje, son algunos de los objetivos que se consideran al
desarrollar esta propuesta, adema´s de considerar en ella algunos aspectos que
tradicionalmente se han tenido en la escuela durante el proceso de ensen˜anza
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- aprendizaje de los nu´meros primos, tales como las definiciones, conceptos y
aplicaciones ba´sicas con nu´meros primos, mediante la aplicacio´n de diferentes
tipos de actividades.
6.1. Adivinando Nu´meros
Un juego propuesto en un ambiente de clase es una gran motivacio´n para des-
pertar el a´nimo y la espectativa de los estudiantes frente a diversos temas. Se
inicia entonces con una primera actividad a partir de la cual el docente pro-
pone un juego con cartas; los estudiantes participan del juego, descubren las
reglas del mismo y construyen a partir de ellas sus propios modelos, mientras
aprenden sobre nu´meros primos y descomposicio´n factorial de naturales.
6.1.1. Actividad 1: El juego
Se presenta al estudiante un juego de cartas con nu´meros; de una de las
cartas, escogera´ un nu´mero y lo guardara´ para s´ı, sin decirlo pu´blicamente.
Luego el estudiante observa las otras cartas e identifica si el nu´mero escogido
esta´ inscrito o no en cada una de ellas; solo indicara´ si el nu´mero esta´ o
no entre otros tantos que aparecen en cada carta, sin decirlo de manera
expl´ıcita. El objetivo es que con esa informacio´n dada, se “adivine” el nu´mero
seleccinado por el estudiante.
Aunque las cartas pueden variar de mu´ltiples maneras la presentacio´n de los
nu´meros, se proponen aqu´ı dos modelos, que se muestra respectivamente en
el cuadro 6.1 y en el cuadro 6.2.
Puede variar en el juego el nu´mero de cartas usadas, la cantidad de nu´meros
dispuestos en cada ficha y tambie´n la magnitud de los nu´meros usados, todo
ello para diferenciar grados de dificultad de acuerdo con las capacidades del
pu´blico escolar con que se cuente y las propias capacidades del docente o
estudiante que ejecute el truco.
Es necesario recordar que el pu´blico estudiantil al que esta´ dirigido el juego,
es un grupo de estudiantes del ciclo tres, cuyas edades oscilan entre los 10
y los 15 an˜os aproximadamente y cursan alguno de los grados desde quinto
hasta se´ptimo; es un juego que tiene como objetivo inicial atraer la atencio´n
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Cuadro 6.1: Juego de Nueve Cartas
2 26 6 3 21 6 5 115 15
14 38 22 15 69 39 10 85 55
46 10 34 33 57 51 35 95 65
7 77 91 11 187 55 13 247 143
21 133 35 33 143 22 26 65 221
119 14 161 77 253 209 299 91 39
17 391 34 19 57 95 23 161 69
85 51 119 209 437 133 253 46 299
187 221 323 323 247 38 437 115 391
de los escolares, para introducirlos en la descomposicio´n factorial prima de
nu´meros naturales, pues precisamente esa es la clave o truco del juego. Cada
carta contiene un nu´mero primo, que para el caso de las cartas del cuadro
6.1, esta´ escrito en el extremo superior izquierdo de cada una de ellas; si un
nu´mero aparece en dos cartas, entonces sera´ el nu´mero cuya descomposicio´n
factorial corresponde al producto de los dos nu´meros primos que identifican
a las cartas respectivamente.
Supongamos que un estudiante elige el nu´mero 221 en el juego de las nueve
cartas; ese nu´mero aparece en exactamente dos de ellas, las que esta´n identi-
ficadas respectivamente por los nu´meros primos 13 y 17, y en efecto se tiene
que 13X17 = 221. El moderarador del juego, sea docente o estudiante, des-
lumbrara´ a su pu´blico al “adivinar” el nu´mero seleccionado por el estudiante,
quien habr´ıa podido compartir previamente el nu´mero seleccionado con sus
compan˜eros, mas no con quien finalmente lo adivinara´.
En el disen˜o del juego de las nueve cartas, cualquiera de los nu´meros corres-
ponde a un nu´mero primo o al producto de dos de esos nu´mero primos que
identifican a las cartas; se hizo as´ı para que sea relativamente fa´cil multipli-
carlos y adivinar con ello el nu´mero seleccionado por el estudiante.
En el juego de cinco cartas del cuadro 6.2 se aprecia un grado de dificultad
mayor que en el de nueve, pues aunque son menos las cartas de nu´meros
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Cuadro 6.2: Juego de Cinco Cartas
770 154 22 30
14 2 110 6
66 210 2310 70
42 330 10 462
1155 330 21 15
42 3 2310 210
30 462 165 231
6 66 105 33
30 1155 55 770
110 5 165 15
35 210 105 385
10 330 2310 70
385 231 770 21
77 7 210 462
105 2310 1155 70
14 35 154 42
185 154 66 55
165 11 1155 33
2310 462 110 330
231 22 770 77
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disponibles, cada una tiene 16 nu´meros en lugar de nueve y adema´s se toma-
ron en cuenta todas las posibilidades de combinatoria de los nu´meros primos
base, que en este caso esta´n escritos sobre cada carta respectivamente, en la
posicio´n del segundo recuadro de la segunda fila (de arriba a abajo y de iz-
quierda a derecha). Entonces encontramos nu´meros que aparecen solo en una
de las fichas, otros que aparecen en dos de ellas, en tres de ellas, en cuatro de
ellas o en las cinco; pero la esencia del juego es la misma, ya que una vez que
el estudiante participante del juego escoja el nu´mero e identifique en cua´les
de las fichas lo encuentra, se logra “adivinar” el nu´mero, multiplicando entre
s´ı a los nu´meros primos que identifican a las cartas. Por ejemplo el nu´mero
770 aparece en cuatro de las cartas; las identificadas con los nu´meros primos
2, 5, 7 y 11, por lo que 770 = (2X5)X(7X11) = 10X77.
6.1.2. Actividad 2: Creatividad
Una vez que los estudiantes ya identifiquen nu´meros primos y hayan compren-
dido el uso de la descomposicio´n factorial, se sugerira´ que sean ellos mismos
quienes construyan sus propios modelos del juego de adivinar nu´meros.
6.2. Los Nu´meros Primos
En esta seccio´n se presenta a modo de cuestionario, una serie de preguntas al
estudiante, que lo llevara´n a revisar algunos preconceptos relacionados con
esta´ndares ba´sicos de competencias en matema´ticas, que habra´ adquirido
durante su paso por ciclos anteriores de la educacio´n (ciclos I y II), al igual
que a revisar o adquirir conocimiento espec´ıfico sobre el concepto de nu´mero
primo.
6.2.1. Actividad 3: Concepto de nu´mero primo
1. Con una calculadora o manualmente, halla los divisores de los nu´meros
que se indican a continuacio´n:
a) Los divisores de 15 son:
b) Los divisores de 40 son:
c) Los divisores de 43 son:
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d) Los divisores de 70 son:
e) Los divisores de 79 son:
f ) Los divisores de 85 son:
g) Los divisores de 400 son:
h) Los divisores de 563 son:
2. Los nu´meros primos son aque´llos nu´meros naturales que tienen exac-
tamente dos divisores. Escribe los nu´meros que en el ejercicio anterior,
resultaron ser primos.

3. Encuentra los primeros diez nu´meros primos y escr´ıbelos en los cuadros,
desde el ma´s pequen˜o hasta el ma´s grande:

4. Un me´todo muy antiguo y pra´ctico para encontrar nu´meros primos, es
la Criba de Erato´stenes. Se trata de un procedimiento que consiste en
colocar en orden los nu´meros naturales hasta donde queramos clasifi-
car a los nu´meros primos; debe tenerse en cuenta que entre ma´s grande
sea el nu´mero, ma´s nos demoraremos aplicando el procedimiento, pe-
ro el l´ımite esta´ en nuestra paciencia, habilidad y tiempo disponible.
Aplica las siguientes instrucciones para usar la Criba de Erato´stenes y
encontrar con ella todos los primos menores que 100.
a) Escribamos los nu´meros desde el 2 hasta el 100, como se muetra
en el cuadro 6.3.
b) El nu´mero uno no es tenido en cuenta, pues solo es divisible por
s´ı mismo, as´ı que no es primo. Encierra en un c´ırculo el nu´mero
2, que s´ı es primo (porque sus u´nicos dos divisores son 1 y 2).
c) Marca una X sobre cada uno de los mu´ltiplos de 2 que apare-
cen en el cuadro; de esta manera se esta´n eliminando todos los
compuestos que tienen al menos un tercer divisor, el primo 2.
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Cuadro 6.3: Primos hasta 100
2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
d) Encierra en un c´ırculo el siguiente nu´mero natural que quedo´ sin
tachar (sin la X), pues sera´ primo, ya que solo tiene como divisores
al 1 y a e´l mismo; este nu´mero, en este caso es el 3.
e) Elimı´nense marcando X sobre cada uno de ellos, los mu´ltiplos de
3 que aparecen en la tabla (son compuestos con al menos tres
divisores, incluyendo al 3).
f ) Sen˜alemos con el c´ırculo el siguiente nu´mero primo, es decir el que
haya quedado sin sobreponerle la X, despu´es del 3 (en este caso
es el 5).
g) De manera similar a como se ha hecho anteriormente, ahora tacha
con X los mu´ltipos de 5.
h) Como ya habra´s notado, el procedimiento siempre es igual, pe-
ro debe hacerse en estricto orden; continu´a aplicando el proceso
descrito, seleccionando en c´ırculo al menor nu´mero que au´n no
este´ sen˜alado ni tachado y elimina sus mu´ltiplos.
i) El procedimiento habra´ terminado cuando sen˜ales el u´ltimo nu´me-
ro de la lista con un c´ırculo y que no encuentres ma´s mu´ltiplos para
tachar. Es decir cuando cada nu´mero en la lista o bien este´ dentro
de un c´ırculo, o bien este´ tachado con una X.
5. Escribe en orden de menor a mayor, dentro de los cuadros, los nu´meros
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primos menores que 100.


6.2.2. Descomposicio´n factorial de nu´meros naturales
Euclides, dentro del texto de su obra Elementos, presenta el hoy llamado
teorema fundamental de la aritme´tica (2.19), el cual establece que cualquier
nu´mero entero positivo puede expresarse como el producto de primos de una
manera u´nica, excepto por el orden de esos factores. En este sentido, hay
naturales que se componen del producto de un nu´mero primo por s´ı mismo
dos o ma´s veces, y otros que se componen por el producto de varios primos
que pueden repetirse varias veces, pero tambie´n esta´n los enteros primos, cuya
representacio´n podr´ıa decirse que consta de un solo factor. Para ilustrar mejor
el concepto, se sugiere mostrar a los estudiantes los siguientes ejemplos:
1. El nu´mero 25 es uno de los casos que se compone del producto de un
primo por s´ı mismo, en este caso, dos veces.
25 = 5× 5
2. Un nu´mero compuesto por varios factores primos es el natural 70.
70 = 2× 5× 7
3. Para ilustrar el caso en que se repiten varios primos varias veces, to-
memos 1400.
1400 = 2× 2× 2× 5× 5× 7
De manera simplificada puede escribirse usando notacio´n con potencias.
1400 = 23 × 52 × 7
4. Como u´ltimo ejemplo, un caso algo ma´s elaborado, pero acorde con la
misma regla.
259920 = 24 × 32 × 51 × 192
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Los nu´meros primos forman mediante el producto de sus variadas potencias,
a cada uno de los nu´meros naturales. Una cosa es construir nu´meros naturales
a partir de las combinaciones diversas de productos entre ellos, pero es un
reto interesante hallar la descomposicio´n de un natural dado, y para ello,
analizaremos algunas estrategias.
Sabiendo que descomponer un nu´mero en factores es ponerlo como producto
de factores primos, se sugiere la siguiente estrategia para lograrlo:
1. Dividimos el nu´mero por el menor nu´mero primo que sea divisor del
mismo.
2. El cociente que haya resultado lo colocamos bajo el nu´mero.
3. Si podemos seguimos dividiendo sucesivamente ese cociente por el mis-
mo nu´mero primo.
4. Cuando la divisio´n no sea exacta, tomamos el siguiente primo que se
pueda.
5. Continuamos as´ı sucesivamente hasta que el cociente final sea 1.
6. Finalmente ponemos ese nu´mero como un producto de potencias de los
factores primos, que se habra´n colocado a la derecha, separados de los
cocientes por una linea vertical.
Veamos un par de ejemplos usando los pasos descritos. A la izquierda se
muestra el proceso para la descomposicio´n de 24 y a la derecha el proceso
para la descomposicio´n de 675:
24 2 675 3
12 2 225 3
6 2 75 3
3 3 25 5
1 5 5
1
24 = 23 × 3 675 = 33 × 52
En ambos casos se ha aplicado el mismo procedimiento, pero se explica el
caso de la derecha por considerarlo ma´s conveniente para la descripcio´n, por
ser el ejemplo con el nu´mero ma´s grande.
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1. Probamos con 2, pero la divisio´n no es exacta, luego no se usa.
2. Al probar con 3 la divisio´n s´ı es exacta, luego el 3 se pone enfrente como
divisor y el respectivo cociente se pone debajo del nu´mero en proceso
de descomposicio´n.
3. Como el cociente sigue siendo divisible por 3, se realiza la divisio´n y se
repite lo anterior.
4. En el momento en que 3 no divide al u´ltimo cociente escrito, se pasa a
probar con 5.
5. En efecto el proceso termina cuando el u´ltimo cociente es 1.
6. Se tiene entonces que 3 se repite 3 veces mientras que 5 se repitio´ dos
veces; de all´ı la expresio´n resultante a modo de producto de potencias.
Tal vez sobre la recomendacio´n, pero es mejor tenerla en cuenta para evitar
errores; puede probarse que el proceso se ha hecho bien, si al resolver las
operaciones indicadas en la descomposicio´n, se obtiene el nu´mero original.
Para el caso, en efecto se tiene que
23 × 3 = 8× 3 = 24 y 33 × 52 = 27× 25 = 675
6.2.3. Actividad 4: Practicando la descomposicio´n fac-
torial prima
1. Escribe todos los nu´meros naturales que surgen al multiplicar los primos
2 y 3, combinando sus respectivas potencias, desde 1 hasta 5.
2. Para cada uno de los nu´meros naturales comprendidos entre 20 y 40,
encuentra la respectiva descomposicio´n en factores primos.
3. Selecciona los divisores primos de los siguientes naturales y a partir de
ellos, intenta encontrar su descomposicio´n en factores primos:
a) Divisores de 8: Divisores primos:
Descomposicio´n factorial: 8 =
b) Divisores de 12:Divisores primos:
Descomposicio´n factorial: 12 =
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c) Divisores de 35:Divisores primos:
Descomposicio´n factorial: 35 =
d) Divisores de 42:Divisores primos:
Descomposicio´n factorial: 42 =
4. Escribe cinco nu´meros diferentes que contengan como divisores a los
primos 2, 5 y 13, simulta´neamente.
5. Escribe dos nu´meros compuestos que no tengan ningu´n divisor primo
menor que 50.
6.2.4. Los primos en la historia
Desde e´pocas remotas del tiempo antes de Cristo, hubo personas interesa-
das en el estudio de los nu´meros. Se han conocido evidencias que dejaron
diferentes culturas de la antigu¨edad, referentes al empen˜o que tuvieron en el
estudio de los primos; Grecia, durante el per´ıodo comprendido entre el an˜o
600 a.C y 300 a.C, tuvo varios representantes, como el caso de Euclides, ma-
tema´tico que reunio´ los conocimientos de matema´ticas que hab´ıan alcazado
sus antecesores y los escribio´ en una obra muy conocida como Elementos.
Desde esos tiempos lejanos, Euclides ya sab´ıa y hasta logro´ demostrar que
los nu´meros primos son infinitos: no existe un nu´mero primo que sea ma´s
grande que todos los otros, siempre sera´ posible encontrar nu´meros primos
ma´s y ma´s y ma´s grandes. Pero no solo Euclides descubre cosas interesantes,
pues ma´s adelante, tambie´n en Grecia, Erato´stenes encuentra un me´todo
muy pra´ctico para hallar nu´meros primos: la criba de Erato´stenes, que ya
debiste usar en alguno de los talleres previos a esta lectura.
En el transcurso de los ma´s de 2500 an˜os de historia documentada sobre
nu´meros, son much´ısimos los nombres que se hallan tras el mundo de los
primos, la descomposicio´n factorial de naturales, sus propiedades y aplica-
ciones. Aunque bien es cierto que hubo un per´ıodo muy grande de aparente
inactividad de los matema´ticos frente al tema de los primos, desde el siglo
XVII inicia un rapid´ısimo proceso de descubrimientos en el que estuvieron
involucrados personajes de diversos lugares y diferentes tiempos, como el caso
del france´s Pierre de Fermat, a quien se le atribuye una serie de afirmaciones
interesantes sobre nu´meros primos y el planteamiento de una fo´rmula con la
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que se hallaron algunos nu´meros primos, conocidos hoy en d´ıa como primos
de Fermat. Tambie´n encontramos a Mersenne, con sus famosos nu´meros de
Mersenne, una fo´rmula con la que se han hallado muchos de los nu´meros
primos conocidos en la actualidad; su fo´rmula ha sido tan trascendental que
a´un en nuestros d´ıas, la humanidad la sigue usando mediante sofisticados
programas de computador, en la busqueda de nu´meros primos que ya esta´n
por el orden de los 13 millones de d´ıgitos.
Algunos matema´ticos han dejado demostraciones sobre sus estudios de los
nu´meros primos, otros sin lograr demostrar sus predicciones o hipo´tesis, han
dejado interesantes afirmaciones que aunque sin demostracio´n, tampoco na-
die ha sido capaz de refutarlas, como la conjetura de Christian Goldbach
(Rusia siglo XVIII), mediante la cual asegura que todo nu´mero par mayor
que 2, puede expresarse como la suma de dos nu´meros primos.
No trataremos de detallar la historia, porque son muchos los elementos que
con tiempo y mediante el uso de buenos recursos de consulta en internet,
puedes profundizar cuando lo desees. Pero es importante sen˜alar que durante
el siglo XX y la actualidad, al desarrollarse la tecnolog´ıa y la ciencia, en la
misma medida ha sido posible y gracias a ellas, el desarrollo de la teor´ıa
sobre nu´meros primos y descomposicio´n factorial de nu´meros naturales, pues
cada vez se han sumado ma´s teoremas (afirmaciones demostradas) y ma´s
herramientas (como los programas de computador) que permiten indagar de
mejor manera y ma´s ra´pidamente, alcances del conocimiento sobre el tema.
6.2.5. Actividad 5: Valorando el legado
1. Lee con atencio´n la seccio´n 6.2.4 y comenta al respecto con tu grupo
de trabajo.
2. Desde la antigu¨edad, junto con los nu´meros primos, los matema´ticos
estudiaron tambie´n los nu´meros Amigos. Consulta en internet y res-
ponde:
a) ¿Que´ significa que dos nu´meros sean amigos?
b) ¿Cua´les fueron los primeros nu´meros amigos hallados, de acuerdo
con documentos histo´ricos?
c) Escribe dos nu´meros de tres cifras, que sean amigos y explica por
que´ lo son.
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3. Se llama nu´meros Gemelos a cada par de primos cuya diferencia es de
dos unidades. Respecto a nu´meros gemelos, haz lo siguiente:
a) Escribe todos los pares de gemelos que hay entre 1 y 50.
b) Consulta cua´les han sido los nu´meros gemelos ma´s grandes halla-
dos durante la de´cada anterior (entre 2000 y 2010).
4. Fermat aseguro´ que todos los nu´meros que se generaban con la fo´rmula
Fn = 2
2n+1, al reemplazar n por naturales, eran todos nu´meros primos.
Indaguemos un poco al respecto:
a) Calcula los valores de la fo´rmula de Fermat, para los siguientes
valores de n.
1) n = 0: As´ı que F0 = 2
20+1 =
2) n = 1: As´ı que F1 = 2
21+1 =
3) n = 2: As´ı que F2 = 2
22+1 =
4) n = 3: As´ı que F3 = 2
23+1 =
b) Actualmente se sabe que no es cierto el enunciado de Fermat,
es decir que no todos los nu´meros de Fermat son primos. Por
que´ ser´ıa que Pierre de Fermat no se dio´ cuenta que su afirmacio´n
era incorrecta, que´ hizo que se confundiera, si sabemos que era un
gran matema´tico.
c) Con una calculardora es fa´cil calcular los nu´meros de Fermat para
n = 4 y n = 5, pues como se trata de potencias de dos, solo
debemos teclear el dos y la tecla de multiplicacio´n alternadamente
un nu´mero determinado de veces, segu´n indique la potencia, y
luego al resultado se le suma uno. Calcula entonces esos valores.
1) F4 = 2
24 + 1 = 216 + 1 =
2) F5 = 2
25 + 1 = 232 + 1 =
d) Con ayuda del docente, intenta calcular otros valores de nu´meros
de Fermat, haciendo uso de una hoja de ca´lculo de excel. Determi-
na el ma´ximo valor de n para el cual se puede evaluar la fo´rmula
de Fermat con excel.
e) Escribe los nu´meros de Fermat, de los evaluados anteriormente,
que son en realidad nu´meros primos. Ayu´date con una consulta
en internet, pues no se espera que au´n puedas determinar si son o
no primos los nu´meros obtenidos.
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5. Marin Mersenne, tambie´n enuncio´ una fo´rmula que genera algunos
nu´meros primos, se trata de la fo´rmula Mn = 2
n − 1, un poco ma´s
sencilla que la de Fermat. De manera similar a como se procedio´ con
la fo´rmula de Fermat, calcula los valores que arrojan los primeros 10
valores de n.
6. Selecciona los valores obtenidos en el ejercicio anterior, que correspon-
dan a nu´meros primos.
7. La conjetura de Christian Goldbach, establece que cualquier nu´mero
par mayor que dos, se puede expresar como la suma de dos nu´meros
primos. Expresa los siguientes nu´meros como la suma de dos primos:
a) 4 = +
b) 6 = +
c) 8 = +
d) 10 = +
e) 12 = +
f ) 20 = +
g) 100 = +
6.3. Ca´lculos Con Primos
Es natural dentro del contexto escolar, que los estudiantes del ciclo III ya
elaboren listas tanto de mu´ltiplos como de divisores de nu´meros, pues esa
habilidad se desarrolla durante el ciclo II. Lo interesante de estudiar en esta
seccio´n es la manera como se usan los nu´meros primos para el ca´lculo de di-
visores para evaluar tanto el ma´ximo comu´n divisor (MCD), como el mı´nimo
comu´n mu´ltiplo (MCM) de una agrupacio´n dada de nu´meros naturales.
6.3.1. Divisores a partir de primos
La descomposicio´n de un nu´mero en sus factores primos, da una garant´ıa para
generar todos sus divisores. A continuacio´n se presentan algunos ejemplos de
aplicacio´n, tomando el primero de ellos para describir el procedimiento:
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1. Hallemos los divisores de 72.
a) Primero aplicamos el procedimiento para hallar su descomposicio´n
factorial.
72 2
36 2
18 2
9 3
3 3
1
b) Con lo anterior se tiene que 72 = 23 × 32
c) Como 2 aparece tres veces, expresamos sus potencias as´ı:
20 = 1 21 = 2 22 = 4 23 = 8
d) Como 3 aparece dos veces, expresamos sus potencias as´ı:
30 = 1 31 = 3 32 = 9
e) Realizamos todos los productos posibles de las potencias de 2 con
las potencias de 3. Dado que consideramos cuatro potencias de 2
y tres potencias de tres, tenemos doce posibilidades de combinar
el producto:
1× 1 = 1 1× 3 = 3 1× 9 = 9
2× 1 = 2 2× 3 = 6 2× 9 = 18
4× 1 = 4 4× 3 = 12 4× 9 = 36
8× 1 = 8 8× 3 = 24 8× 9 = 72
f ) Por u´ltimo, ponemos en orden los resultados de los productos an-
teriores y as´ı tenemos la totalidad de los divisores de 72, que en
este caso son
1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36 y 72
.
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2. Con el mismo procedimiento del ejemplo anterior pero siplificando la
escritura, calcularemos los divisores de 100:
100 = 22 × 52
De manera que los divisores vienen dados por los productos de las
respectivas potencias de dos (1,2,4) con cada una de las respectivas
potencias de 5 (1,5,25)
1× 1 = 1 1× 5 = 5 1× 25 = 25
2× 1 = 2 2× 5 = 10 2× 25 = 50
4× 1 = 4 4× 5 = 20 4× 25 = 100
En este caso son nueve los divisores de 100
1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50 y 100
3. Al calcular los divisores de 16200, se muestra un grado de simplificacio´n
mayor en el proceso, dado que algunos de los productos necesarios, los
podr´ıa hallar el estudiante mentalmente y solo escribir´ıa los resultados.
Se sabe que son 60 los divisores, pues es lo que se obtiene al sumar uno a
cada exponente de la factorizacio´n y multiplicar entre s´ı los resultados.
Veamos:
16200 = 23 × 34 × 52
(3 + 1)× (4 + 1)× (2 + 1) = 60
Lo anterior facilita la orientacio´n y organizacio´n al realizar los produc-
tos, que en este caso son quiza´ demasiados y pueden generar confusio´n
a un estudiante despistado. Los 60 divisores de 16200 son:
1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 25, 27, 30, 36, 40, 45, 50, 54, 60, 72,
75, 81, 90, 100, 108, 120, 135, 150, 162, 180, 200, 216, 225, 270, 300, 324,
360, 405, 450, 540, 600, 648, 675, 810, 900, 1080, 1350, 1620, 1800,
2025, 2700, 3240, 4050, 5400, 8100, 16200.
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6.3.2. MCD y MCM a partir de primos
Teniendo la descomposicio´n factorial de dos o ma´s naturales, es posible calcu-
lar el Ma´ximo Comu´n Divisor (MCD) o el Mı´nimo Comu´n Mu´ltiplo (MCM)
entre ellos, de una manera pra´ctica. Tambie´n el procedimiento en este caso
se mostrara´ con el primer ejemplo.
1. Calcularemos tanto el MCD como el MCM de los nu´meros 606375,
132300 y 90720.
a) Primero obtendremos la descomposicio´n factorial prima de cada
nu´mero:
606375 3 132300 2 90720 2
202125 3 66150 2 45360 2
67375 5 33075 3 22680 2
13475 5 11025 3 11340 2
2695 5 3675 3 5670 2
539 7 1225 5 2835 3
77 7 245 5 945 3
11 11 49 7 315 3
1 7 7 105 3
1 35 5
7 7
1
b) Expresamos los nu´meros como producto de potencias de sus divi-
sores primos
606375 = 32 × 53 × 72 × 11 132300 = 22 × 33 × 52 × 72
90720 = 25 × 34 × 5× 7
c) Para calcular el MCD, simplemente seleccionamos las mı´nimas
potencias comunes de cada divisor primo: obse´rvese que 2 no se
toma, porque no aparece en la descomposicio´n del primer nu´mero;
se toma 32, dado que es la mı´nima potencia con base 3; se toma
5, por una razo´n similar; se toma igualmente 7 y no se toma 11
porque no aparece en la descomposicio´n ni del segundo ni del
tercer nu´mero.
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d) Se multiplican entre s´ı las potencias seleccionadas, obteniendo
as´ı el MCD de los tres nu´meros, lo que simbo´licamente se escribe
(606375, 132300, 90720) = 32 × 5× 7 = 315
e) Para calcular el MCM de los nu´meros, se procede de manera simi-
lar, pero seleccionando y multiplicando las potencias ma´s grandes
de cada base (comunes y no comunes), lo que simbo´licamente se
expresa as´ı:
[606375, 132300, 90720] = 25 × 34 × 53 × 72 × 11 = 174636000
2. En este ejemplo se calculara´ mediante los primos de la descomposicio´n
factorial, el MCM y MCD entre 50, 80, 75 y 100.
50 = 2× 52 80 = 24 × 5 75 = 3× 52 100 = 22 × 52
Se tiene inmediatamente que el MCD y MCM de los cuatro nu´meros
son, en su orden:
(50, 80, 75, 100) = 5
[50, 80, 75, 100] = 24 × 3× 52 = 1200
3. En general, el me´todo permite los ca´lculos de manera ra´pida, si tenemos
en cuenta que la otra opcio´n es tener todas las listas de divisores y
mu´ltiplos, y de ellas se eligen el divisor comu´n ma´s grande (MCD)
y el mu´ltiplo comu´n ma´s pequen˜o (MCM); en muchos casos la tarea
ser´ıa al menos dispendiosa, pues las listas ser´ıan muy grandes. Para
terminar los ejemplos, calcularemos MCD y MCM entre dos nu´meros
relativamente grandes: 240411875 y 74309125.
240411875 = 54 × 113 × 172
74309125 = 53 × 112 × 173
(240411875, 74309125) = 53 × 112 × 172 = 125× 121× 289 = 4371125
[240411875, 74309125] = 54×113×173 = 625×1331×4913 = 4087001875
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6.3.3. Problemas de aplicacio´n
El Mı´nimo Comu´n Mu´ltiplo o el Ma´ximo Comu´n Divisor entre dos o ma´s
nu´meros naturales, pueden ser usados para resolver cierto tipo de problemas.
A continuacio´n se muestra un ejemplo de cada caso:
1. Se tienen tres terrenos respectivamente de 3675, 1575 y 2275 metros
cuadrados de superficie. Se pretende dividir los terrenos en parcelas
iguales de manera que queden lo ma´s grandes que sea posible. Calcu-
laremos el a´rea que deben tener para que se cumpla el requerimiento.
Tal vez sea posible subdividir de varias maneras cada lote o terreno,
pero como se exige que cada parcela sea lo ma´s grande posible y que
sean iguales en los tres lotes, entonces debe calcularse el MCD de los
tres nu´meros que representan las a´reas de los lotes originales; as´ı se
encontrara´ la extensio´n que debe tener cada parcela y sera´ la mayor
medida posible que coincida en los tres terrenos.
3675 = 3× 52 × 72 1575 = 32 × 52 × 7 2275 = 52 × 7× 13
De all´ı, que
(3675, 1575, 2275) = 52 × 7 = 175
Lo anterior responde a la solucio´n del problema, pues si se toman par-
celas de 175 metros cuadrados de cada lote, del primero saldra´n 21
parcelas, del segundo 9 parcelas y del tercero saldra´n 13 parcelas; no
sobra terreno alguno y se garantiza que 175 es el mayor taman˜o posible
para hacer la particio´n de la tierra, pues no hay un nu´mero ma´s grande
que divida simulta´neamente a los tres terrenos en partes exactamente
iguales.
2. Busquemos la menor longitud que deber´ıa tener una varilla para que
se pueda subdividir en trozos de 8, 9 o 15 cent´ımetros, sin que sobre ni
falte nada, en ninguno de los casos.
Esta es una situacio´n en que se debe calcular el MCM para garantizar
que la longitud total sea divisible tanto por 8 como por 9 y por 15;
en realidad cualquier mu´ltiplo comu´n de los tres nu´meros, satisfacer´ıa
la condicio´n de subdividir sin que falte ni sobre material, pero como
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se exige adema´s que sea la menor longitud, entonces es por eso que se
buscara´ el MCM entre 8, 9 y 15.
8 = 23 9 = 32 15 = 3× 5
Luego el mı´nimo comu´n mu´ltiplo buscado estara´ dado por
[8, 9, 15] = 23 × 32 × 5 = 360
Con lo anterior se garantiza entonces que se tendr´ıan 45 trozos de 8
cent´ımetros, 40 trozos de 9 cent´ımetros o 24 trozos de 15 cent´ımetros,
sin que falte ni sobre material. La longitud de 360 cent´ımetros es la
menor que debe tener la varilla para que puedan hacerse los cortes con
las condiciones dadas.
6.3.4. Actividad 6: Calculando con primos
1. Calcula el nu´mero de divisores que tiene cada uno de los nu´meros:
10 12 49 250 1025
144039 12252303 9720000
2. A partir de la descomposicio´n factorial prima, halla los divisores de:
78 1764 456533 6436343
3. Calcula el Ma´ximo Comu´n Divisor en cada caso, usando el me´todo de
descomposicio´n factorial:
a) (40,72)=
b) (12,20,32,60)=
c) (225,360,630)=
d) (648,3240,2700)=
e) (119646,345644)=
4. Calcula el Mı´nimo Comu´n Mu´ltiplo, usando descomposicio´n en factores
primos:
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a) [12, 20, 32, 60] =
b) [216, 432, 5184] =
c) [25, 75, 125, 250, 1875] =
d) [247, 851, 108] =
e) [123, 265] =
5. Resuelve los siguientes problemas de aplicacio´n de ma´ximo comu´n di-
visor y mı´nimo comu´n mu´ltiplo:
a) Analiza si es posible o no, comprar con $10000 un nu´mero exacto
de helados de $300 o de conos de $500. Justifica tus respuestas.
b) Averigua cua´l sera´ la cantidad de dinero, menor a $4000 que se
debe tener para que se pueda comprar un nu´mero exacto de frutas
de la misma clase, cuyos precios por unidad son: Primera clase
$400, segunda clase $600 y tercera clase $900.
c) Encuentra la mayor longitud en cent´ımetros que debe tener una
cinta me´trica, para que al usarla como unidad de medida, se pue-
dan medir de manera exacta tres dimensiones de 140, 560 y 800
metros respectivamente.
d) En una caja de seguridad hay monedas de la misma denomina-
cio´n, repartidas en tres bolsas, las cuales contienen $45000, $52400
y $65000 respectivamente. Las monedas son de la mayor denomi-
nacio´n posible y se necesita saber cual es la denominacio´n de esas
monedas y cua´ntas monedas hay en cada bolsa.
e) Se tienen tres paquetes de barras de jabo´n; los paquetes pesan
1600 gramos, 2000 gramos y 3392 gramos respectivamente. Todas
las barras de jabo´n son iguales y se necesita saber cua´ntas barras
de jabo´n hay en cada paquete, sabiendo que el peso de las barras
es el ma´ximo posible.
f ) Calcula la capacidad mı´nima que deber´ıa tener una alberca para
que se pueda llenar en un nu´mero exacto de segundos, por alguna
de tres llaves que vierten 2 litros por segundo, 30 litros en dos
segundos o 48 litros en tres segundos, respectivamente.
g) Un trozo rectangular de cartulina mide 1 metro por 45 cent´ıme-
tros. Se necesita cuadricularla con cuadrados lo ma´s grandes que
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sea posible, todos de igual taman˜o, sin que sobre espacio ni queden
cuadrados incompletos. Calcula la medida del lado del cuadrado
que se necesita para trazar la cuadr´ıcula sobre la cartulina.
h) Un carro, una moto y una bicicleta, hacen un recorrido dentro de
una pista automovil´ıstica, partiendo de la meta todos al mismo
tiempo. Sabiendo que el carro recorre el circuito en 5 minutos, la
moto en 2 minutos y la bicicleta en 20 minutos, establece el tiem-
po que debe transcurrir para que se vuelvan a encontrar los tres
veh´ıculos en la meta. Tambie´n establece el tiempo que pasara´ para
que se encuentren tan solo la moto y la bicicleta.
i) Reu´nete con dos compan˜eros ma´s y cada uno tome respectiva-
mente un pedazo de cuerda de 74, 32 y 53 cent´ımetros. Despue´s
intenten cortar cada uno su cuerda en pedazos iguales, de mane-
ra que a cada uno le quede un pedacito de 4 cent´ımetros; deben
cortar todos los pedazos del mismo taman˜o y lograr que ese ta-
man˜o sea el ma´s grande posible. ¿Cua´ntos trozos salieron de cada
cuerda?
j ) En el colegio hay dos actividades complementarias: un grupo de
teatro que se reu´ne cada cuatro d´ıas para ensayar, y el equipo
de microfu´tbol, que se reu´ne cada cinco d´ıas. ¿Cada cua´ntos d´ıas
coinciden los dos grupos? Si el d´ıa 30 de Octubre coincidieron,
cua´ndo lo volvera´n a hacer?
6. Intenta hallar MCM y MCD de los nu´meros 12546987 y 4182329 me-
diante los me´todos o estrategias aprendidos hasta ahora. Comenta con
tus compan˜eros de clase, las dificultades que hayan encontrado para
realizar el ejercicio.
7. Comenta con tus compan˜eros si es posible siempre hallar la descompo-
sicio´n factorial de un nu´mero natural dado y cua´l es la mejor estrategia
para hacerlo. Comenten los casos de la descomposicio´n factorial de
3476989 y de 97867459.
6.4. Primos Con Excel
En la actualidad el desarrollo tecnolo´gico ofrece mu´ltiples posibilidades para
lograr que un estudiante explore por s´ı mismo y a partir de conceptos ba´sicos,
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el mundo del conocimiento.
Una vez el estudiante haya comprendido el concepto de nu´mero primo y
haya ejercitado su habilidad para calcular divisores, mı´nimo comu´n mu´ltiplo
y ma´ximo comu´n divisor a partir de la descomposicio´n factorial de naturales,
puede invita´rsele a hacer uso de una herramienta con amplia disposicio´n como
las hojas de ca´lculo de excel, para construir fo´rmulas que le permitan evaluar
de manera ra´pida si un nu´mero dado es o no primo, teniendo en cuenta
los alcances que puden darle conjuntamente tanto la herramienta como sus
habilidades escolares y cognitivas.
El objetivo principal del ejercicio es que el estudiante evite hacer ca´lculos
engorrosos al efectuarlos mediante una hoja de ca´lculo; se acercara´ con ello la
comprensio´n de algoritmos sofisticados de primalidad y de paso dispondra´ del
tiempo que se ahorra con ayuda de la tecnolog´ıa, para usarlo en asuntos ma´s
provechosos.
6.4.1. Actividad 7: construyendo una hoja de ca´lculo
1. Analiza las propiedades enumeradas a continuacio´n y en cada caso,
elabora pruebas adicionales a las presentadas, construyendo ejemplos
particulares y variados, que te permitan asegurarte de que las com-
prendes; que puedes aceptarlas como ciertas y no puedes refutarlas con
argumentos so´lidos.
a) Cada nu´mero natural es divisible por s´ı mismo y por el nu´mero 1.
As´ı por ejemplo, se tiene que:
1) 5÷ 1 = 5 y 5÷ 5 = 1 porque 5× 1 = 1× 5 = 5 (5 es divisible
por 1 y por 5) En este caso, 5 es u´nicamente divisible por 1 y
por 5, pues 5 es un nu´mero primo.
2) 20 ÷ 1 = 20 y 20 ÷ 20 = 1 pero en este caso el nu´mero es
compuesto, por lo que adema´s 20 tiene otros divisores como
el 2, el 4, el 5 y el 10.
b) Un nu´mero es compuesto cuando tiene al menos un divisor dife-
rente de la unidad y de s´ı mismo (pues mı´nimamente tendr´ıa tres
divisores y no solo dos como se requiere para que un nu´mero sea
primo).
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c) Todo nu´mero compuesto es divisible por al menos un nu´mero pri-
mo. Veamos como ejemplo el caso del nu´mero 24, que tiene entre
sus divisores al 6 y al 4 (ninguno primo), pero si descompone-
mos 6 = 2× 3, encontramos dos nu´meros primos que tambie´n son
divisores de 24.
d) Para calcular los divisores de un nu´mero, es suficiente examinar
los divisores menores o iguales a su ra´ız cuadrada y con ellos se
deducen los dema´s divisores; veamos los siguientes ejemplos:
1) Los divisores de 6 son 1, 2, 3, 6; la ra´ız aproximada de 6 es
2, 44, y se observa que dos de sus divisores son menores que
la ra´ız, y los otros dos son mayores que su ra´ız. Au´n ma´s,
obse´rvese que 1× 6 = 6 y 2× 3 = 6, con lo que se ve que para
cada divisor menor que la ra´ız, existe otro divisor mayor que la
ra´ız, con el cual se complementa, es decir que al multiplicarlos
mutuamente, se obtiene el nu´mero en consideracio´n.
2) El nu´mero 30 tiene como ra´ız cuadrada aproximada 5, 48. Los
divisores de 30 menores o iguales a 5, 48 son 1, 2, 3 y 5; puede
esperarse entonces que 30 tenga 8 divisores; los cuatro meno-
res que su ra´ız cuadrada y los cuatro que los complementan.
Pues as´ı es, los otros cuatro divisores de 30 son mayores que
5 y son 6 (6 × 5 = 30), 10 (10 × 3 = 30), 15 (15 × 2 = 30) y
30 (30× 1 = 30).
3) El natural 144 es un nu´mero con ra´ız cuadrada exacta igual a
12 (12×12 = 144); luego al hallar los divisores de 144, menores
o iguales a 12, se pueden hallar los dema´s divisores, dividien-
do el nu´mero 144 entre cada uno de los divisores menores o
iguales a su ra´ız cuadrada. As´ı que los divisores de 144 son
1, 2, 3, 4, 6, 8, 9 y 12 por una parte (los divisores menores o
iguales a su ra´ız cuadrada) y los obtenidos con las respectivas
divisiones 144÷ 12 = 12 (Repite 12 porque la ra´ız es exacta),
144 ÷ 9 = 16, 144 ÷ 8 = 18, 144 ÷ 6 = 24, 144 ÷ 4 = 36,
144 ÷ 3 = 48, 144 ÷ 2 = 72 y 144 ÷ 1 = 144. El nu´mero 144
tiene entonces 15 divisores (1,2,3,4,6,8,9,12,16,18,24,36,48,72
y 144) y para calcularlos fue necesario realizar nada ma´s que
las divisiones de 144 con los nu´meros del 1 hasta 12; se esco-
gieron los que resultaron ser divisores y con e´stos, los dema´s
divisores se calculan encontrando las parejas de multiplicado-
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res que arrojen como resultado 144.
e) Si un nu´mero natural no es divisible por algu´n nu´mero primo
menor o igual que su ra´ız cuadrada, entonces es un nu´mero primo.
1) La ra´ız cuadrada de 17, es aproximadamente 4, 12; los primos
menores que 4 son 2 y 3. En este caso, ni 2 ni 3 son divisores
de 17, luego 17 claramente es un nu´mero primo.
2) La ra´ız cuadrada de 97 es 9, 8 aproximadamente; los primos
menores que 9 son 2, 3, 5 y 7. En este caso, ninguno es divisor
de 97, lo que nos lleva a la conclusio´n de que 97 es un nu´mero
primo.
2. Programa una hoja de ca´lculo de excel siguiendo el modelo que se mues-
tra en la figura 6.1; solo debes programar divisiones de un nu´mero dado,
entre al menos los nu´meros primos menores o iguales a su ra´ız cuadra-
dada. Para el caso que se muestra como referencia, se ha realizado la
programacio´n para evaluar la primalidad de nu´meros primos mayores
que 103 y menores que su cuadrado, el nu´mero 10609. Selecciona los
nu´mero primos en orden toma´ndolos de la criba de Erato´stenes (tu´ po-
nes el l´ımite). Solo dara´s la orden en excel, de que el nu´mero a evaluar
(el que se pone en recuadro rojo del ejemplo), sea dividido por cada
uno de los primos de la lista que este´s usando.
En el caso de la figura en mencio´n, al escribir cualquier nu´mero en
la casilla roja, e´ste sera´ le´ıdo por excel en la casilla B10; entonces las
divisiones se programara´n as´ı:
Dentro de la casilla G9, se escribe: = B10/F9, siendo en este caso
F9 = 2.
Dentro de la casilla G10, se escribe: = B10/F10, siendo en este
caso F10 = 3.
Para cada divisio´n es similar, pues siempre se divide la casilla B10
entre la casilla que contenga al nu´mero primo correspondiente;
es importante para la programacio´n, que los resultados se den
de manera expl´ıcita y con decimales, pues es a partir de estos
resultados que se puede concluir si el nu´mero escrito por el usuario
en la casilo B10, es primo o no lo es.
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Como ya se especifico´ anteriormente al mencionar las propiedades,
los criterios de la hoja de ca´lculo programada para determinar si
un nu´mero es primo o compuesto se basan en la afirmacio´n de
que si ninguno de los divisores primos arroja un resultado exacto,
entonces el nu´mero evaludo es primo; caso contrario, el nu´mero es
compuesto.
3. Una vez tengas la hoja de ca´lculo programada, a la que llamaremos
TEST DIDA´CTICO, deco´rala a tu gusto; la presentacio´n del programa
no importa y lo importante es entender el uso de la propiedad que se
reitera: Si un nu´mero natural no es divisible por algu´n nu´mero primo
menor o igual que su ra´ız cuadrada, entonces es un nu´mero primo.
Ya esta´s listo para evaluar la primalidad de cuanto nu´mero quieras,
siempre y cuando e´ste pertenezca al rango entre 104 y 10609.
El algoritmo principal consiste en lo siguiente:
a) Ingresa en la casilla B10 de la hoja de ca´lculo, un nu´mero que
pertenezca al rango especificado previamente.
b) La hoja de ca´lculo divide al nu´mero, por lo menos, entre cada uno
de los nu´meros primos menores o iguales a su ra´ız cuadrada, y
arroja los resultados.
c) Se establecen claramente los criterios de primaliad, que sera´n eva-
luados por el usuario. Para el caso particular de la figura 6.1, se
ve que 9787 es un nu´mero primo, ya que se cumple el criterio de
nu´mero primo; ninguno de los nu´meros de las columnas PRIMA-
LIDAD es entero.
4. Usa el programa TEST DIDA´CTICO de la hoja de excel para analizar
lo que sucede con nu´meros menores que 104 y explica de que´ manera
se deben modificar los criterios de clasificacio´n de primos y compuestos
para esos casos. Analiza lo que sucede con primos conocidos a partir de
la Criba de Erato´stenes (de 2 a 103) y escribe tu conclusio´n; haz algo
similar para algunos compuestos menores que 100.
5. De acuerdo con el programa TEST DIDA´CTICO, determina si los si-
guientes nu´meros naturales son o no nu´meros primos, argumentando
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Figura 6.1: Test Dida´ctico de primaliad en excel
tus respuestas.
79 81 93 103 253
1729 2537 5729 7849 10607
10609 12347 11663 15729
6. Determina cua´les nu´meros primos deben agregarse como divisores para
lograr que TEST DIDA´CTICO clasifique con seguridad si un nu´mero
menor que 50000 es o no un nu´mero primo.
En la figura 6.2, se observa que el nu´meros 5681 es un nu´mero compuesto,
pues se cumple el criterio de nu´mero compuesto, ya que en las columnas PRI-
MALIDAD se encuentran varios nu´meros enteros que son en efecto divisores
del nu´mero en consideracio´n (diferentes a la unidad y a s´ı mismo).
Por u´ltimo, para ver una situacio´n particular del alcance del la hoja de ca´lculo
programada en excel, se analiza el caso del nu´mero compuesto 43279 en
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Figura 6.2: Test Dida´ctico mostrando un compuesto
la figura 6.3, el cual es evaluado por el programa y no se evidencia desde
all´ı ninguno de sus divisores; sin embargo no se puede asegurar que sea primo
solo por ese motivo, pues es claro que el programa esta´ disen˜ado solo para
garantizar la clasificacio´n de nu´meros menores o iguales a 10609 (pues se
usaron en las divisiones los nu´meros primos hasta su ra´ız cuadrada, 103).
Ser´ıa posible elaborar un programa para evaluar la primaliad de nu´meros
hasta 44521, si se toman todos los divisores primos hasta 211 - la ra´ız de
44521- en la programacio´n de la hoja de ca´lculo de excel, es decir si se toman
los primeros 47 nu´meros primos como divisores en la tabla. En la que se
muestra como ejemplo de pra´ctica escolar, se usaron los primeros 27 nu´meros
primos, que fa´cilmente se pueden obtener mediante la aplicacio´n de la criba
de Erato´stenes.
Tal vez sea necesario aclarar que el nu´mero 43279 tiene como divisores a 113
y 383, adema´s de la unidad y de s´ı mismo (383× 113 = 43279).
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Figura 6.3: Alcance de Test Dida´ctico
6.5. Primalidad Con Software Libre
Son muchos los programadores aficionados o profesionales, quienes haciendo
uso de diferentes lenguajes de programacio´n, permiten que sus programas so-
bre nu´meros primos sean evaluados y usados l´ıbremente mediante la red de
internet. Entre la gran gama de posibilidades se han seleccionado para mos-
trar a los estudiantes, dos programas que por sus diferencias entre s´ı, permiten
su valoracio´n y utilidad pra´ctica en el aprendizaje de nu´meros primos. Los
programas fueron ubicados respectivamente bajo los nombres Generador De
Nu´meros Primos y Gemelos y Prime Numbers 1.00; el primero, desarrollado
por MVIIIAX y ubicado en la pa´gina de internet (www.http://generador-de-
numeros-primos.softonic.com/), mientras que el segundo corresponde a una
versio´n editada entre 2003 y 2004 por softonic: enjoy software y con dispo-
nibilidad para descarga libre. Prime Numbers 1.00 fue creado por Max2k.
El orden en que se desarrollen las actividades con estudiantes, correspon-
dientes al uso las tres herramientas presentadas, es decir la contruccio´n de
la hoja de ca´lculo y el uso de la misma para explorar primalidad, el uso del
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Generador De Nu´meros Primos y Gemelos y el uso de Prime Numbers 1.00,
puede estar plenamente a criterio del docente, pues lo relevante es mostrar
una variedad de elementos de apoyo y herramientas para que al final los estu-
dianes exploren libremente, todo con el fin de profundizar sus conocimientos
sobre nu´meros primos.
A continuacio´n se describe entonces la manera en que pueden ser usados
los programas escogidos y algunas pra´cticas particulares que propician el
aprendizaje escolar en torno a primalidad y descomposicio´n factorial.
6.5.1. Generador de nu´meros primos y gemelos
El Generador De Nu´meros Primos y Gemelos de MVIIIAX, tiene entre sus
aplicaciones:
1. Calcular los nu´meros primos que hay dentro de un rango dado, en el
que el usuario marca tanto el inicio como el final; por ejemplo puede
calcular los primos que hay entre 1000 y 2000.
2. Calcula el primo cuya posicio´n es N; por ejemplo muestra que el vige´si-
moquinto nu´mero primo es 97.
3. Decide si un nu´mero dado es o no nu´mero primo.
4. Realiza y muetra datos estad´ısticos relacionados con sus ca´lculos:
a) Muestra la cantidad de nu´meros primos que hay en un determina-
do rango; por ejemplo que entre 1 y 100 hay 25 nu´meros primos.
b) Cantidad de primos que terminan en 1, 3, 5, 7 y 9 respectiva-
mente, dentro de un rango dado y los respectivos porcentajes que
representan.
c) Tiempo transcurrido al hacer los ca´lculos.
d) Porcentaje de primos en el intervalo evaluado.
5. Ofrece la posibilidad de evaluar primalidad de nu´meros naturales sin
hacer estad´ısticas; esta opcio´n hace que los ca´lculos sean ma´s ra´pidos.
6. Aunque no muetra directamente los datos resultantes, abre automa´ti-
camente unos ficheros (primos, estad´ısticas, gemelos, etc.) que guarda
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Figura 6.4: Generador de Nu´meros Primos y Gemelos
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en el computador del usuario, en la unidad C, dentro de una carpe-
ta titulada Primos Por MvIiIaX; cada fichero tiene una denominacio´n
distintiva automa´tica y son almacenados por separado, los diferentes
rangos de primos segu´n la seleccio´n del usuario. Los ficheros contienen
informacio´n relacionada con los resultados obtenidos dentro del rango
seleccionado y pueden ser consultados en cualquier momento despue´s
de ejecutar el programa, sin necesidad de abrir el programa ni ejecu-
tarlo de nuevo. Adema´s el programa comprueba y emite un concepto
sobre la capacidad de la memoria de procesamiento del computador en
el que se este´ usando.
En la figura 6.4 se observa la presentacio´n principal del programa Generador
De Nu´meros Primos y Gemelos, en la cual se ha analizado la primalidad de
los nu´meros naturales en el rango comprendido entre 1100 y 1200. Puede
observarse del ana´lisis que hace el programa que:
1. Hay doce nu´meros primos entre 1100 y 1200.
2. So´lo hay un par de nu´meros gemelos en el rango.
3. Tres de los primos terminan en 1, cinco terminan en 3, dos en 7 y dos
en 9.
4. El programa hizo el ca´lculo en 1 segundo o menos, pues registra que
calculo´ 27 primos por segundo.
5. Los gemelos del rango son 1151 y 1153.
6. Solo el 12 % de los nu´meros del rango, son primos (son 12 primos de
98 nu´meros evaluados). El programa hace un ajuste automa´ticamente,
pues auque se escribe inicialmente el rango desde 1100 hasta 1200, al
finalizar el programa muestra el rango entre 1101 y 1199.
7. Adema´s de lo anterior, el pantallazo principal del programa muestra
hora y fecha de ejecucio´n, estimacio´n de primos que el programa cal-
cular´ıa en diferentes unidades de tiempo (en el computador en el que
se este´ ejecutando), el rendimiento de la CPU del computador y otros
datos que pueden ser de intere´s para el usuario.
Los archivos que el programa guarda de manera automa´tica en la carpeta
Primos Por MvIiIaX se muestran a modo de Bloc de Notas. La forma en que
puede verse la informacio´n se evidencia en la figura 6.5.
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Figura 6.5: Estad´ısticas en un rango dado.
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El valor del uso pedago´gico del Generador De Nu´meros Primos y Gemelos
esta´ entonces en que se le puede ofrecer la posibilidad a los estudiantes, de
explorar y profundizar sus conocimientos sobre nu´meros primos y de sor-
prenderse con una muestra de lo que la tecnolog´ıa informa´tica es capaz de
hacer.
6.5.2. Actividad 8: Dominando el generador de primos
Haciendo uso del Generador De Nu´meros Primos y Gemelos realiza las si-
guientes actividades:
1. Ejecuta el programa para el rango de nu´meros comprendidos entre 1000
y 2000. Observa los datos arrojados por el programa al ejecutarse y al
terminar y responde:
a) Cua´nto tiempo tardo´ el programa en ejecutar los ca´lculos.
b) Cua´ntos nu´meros primos hay entre 1000 y 2000.
c) Cua´ntos nu´meros primos del rango en consideracio´n, terminan en
9.
d) Cua´l es el porcentaje de nu´meros primos encontrados en el inter-
valo.
e) Cua´ntos pares de primos gemelos hay en el intervalo.
f ) De acuerdo con la evaluacio´n del programa, co´mo es la capacidad
de ca´lculo de tu CPU.
g) Describe otros resultados que se evidencien en el pantallazo prin-
cipal del programa en ejecucio´n.
2. Observa los archivos generados automa´ticamente por el programa y
guardados en la carpeta Primos Por MvIiIaX. De acuerdo con lo que
all´ı encuentras:
a) Cua´ntos archivos fueron generados y guardados automa´ticamente
por el programa en la carpeta Primos Por MvIiIaX.
b) Cua´les son los nombres automa´ticamente generados para cada car-
peta y que´ contiene cada una de ellas.
c) Del rango en consideracio´n, cua´ntos nu´meros le´ıdos de izquierda
a derecha y de derecha a izquierda, resultan ser primos.
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d) Cua´ntos primos por segundo calculo´ el programa para el rango de
naturales entre 1000 y 2000.
e) Escribe con tus propias palabras, lo que significa que dos nu´meros
sean gemelos.
f ) Enumera las parejas de nu´meros gemelos que hay entre 1000 y
2000.
g) Escribe todos los nu´meros primos que se hallan en el intervalo
entre 1000 y 2000.
h) Sen˜ala cinco nu´meros de la lista anterior, tales que al leerlos de
derecha a izquierda, tambie´n resulten ser primos.
i) Escribe un nu´mero primo de los hallados, tal que al leerlo de de-
recha a izquierda, sea tambie´n un primo que se encuentra dentro
del mismo rango.
3. Usa el modo Primo Cuya Posicio´n es (N), seleccina´ndolo en las Opcio-
nes del programa y calcula los primos cuyas posiciones son respectiva-
mente 25, 100, 1000, 2011, 5678 y 10000.
4. Usa el modo Es Primo O No es Primo El Que Piensas, para evaluar
la primalidad de los nu´meros 79, 567, 2441, 3769, 5487, 5501, 12793,
195721, 1435789 y 2147483647.
5. Encuentra un divisor diferente a uno y al mismo nu´mero, para cada uno
de los nu´meros naturales del punto anterior para los cua´les el programa
indica que No son primos.
6. Manteniendo la opcio´n seleccionada anteriormente, escribe nu´meros al
azar y encuentra mediante el uso del programa, un primo de cinco
cifras, uno de siete cifras, uno de diez cifras y otros de doce cifras.
7. Calcula los primos menores que un millo´n usando el modo ra´pido y el
modo ba´sico (que arroja estad´ısticas) del programa y responde:
a) Cua´l es la diferencia en tiempo de ca´lculo al comparar los dos
modos del programa.
b) Cua´ntos nu´meros primos hay, menores que un millo´n.
c) Escribe los 10 nu´meros primos ma´s cercanos a un millo´n, esco-
gie´ndolos de la listas generadas por el programa.
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d) Son ide´nticas o no las listas de primos generadas por el modo
ra´pido y el modo estad´ıstico del programa.
8. Calcula el nu´mero de primos que existe en cada uno de los siguientes
rangos:
a) Entre 100 y 200.
b) Entre 500 y 600.
c) Entre 900 y 1000.
d) Entre 1000 y 2000.
e) Entre 2000 y 3000.
f ) Entre 3000 y 4000.
g) Entre 4000 y 5000.
9. Escribe una apreciacio´n personal acerca de la distribucio´n de los nu´me-
ros primos en los rangos analizados.
6.5.3. Programa Prime Numbers 1.00
El programa Prime Numbers 1.00 del que se dispuso para mostrar a los
estudiantes, es un programa muy ba´sico pero con gran potencial para el uso
entre escolares del ciclo III de la educacio´n Colombiana, pues permite no
solo la evaluacio´n de la primalidad de un nu´mero natural, sino que adema´s
muestra de manera directa el listado de los divisores del nu´mero seleccionado.
En la figura 6.6 se muestra el programa Prime Numbers 1.00 evaluando la
primalidad del nu´mero 3787. En la pantalla se observara´n los divisores del
nu´mero al escribirlo en el espacio Number y oprimir sobre el ı´cono Is prime?
con el indicador del mause; se evidencia entonces que 3787 no es primo, pues
tiene cuatro divisores y no solo dos.
Otra posibilidad que ofrece Prime Numbers 1.00 es desplegar una lista con
los nu´emeros primos que se encuetran en un determinado rango. La figura
6.7 muestra los 12 nu´meros primos que hay entre 1100 y 1200; el usuario
debe especificar el inicio y final del rango seleccionado en las casillas corres-
pondientes y dar la orden Show List con el puntero del mouse.
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Figura 6.6: Programa PrimeNumbers1.00
El usuario adema´s puede guardar archivos de los resultados obtenidos al
pulsar la opcio´n Save List que da el programa; queda guardada la informacio´n
resultante a modo de Bloc de Notas y puede ser consultada en el momento
en que el usuario requiera, sin necesidad de ejecutar el programa.
6.5.4. Actividad 9: Dominando Prime Numbers
1. Usa Prime Numbers 1.00 para calcular los divisores de los nu´meros que
se dan a continuacio´n. Escribe los divisores en las cuadr´ıculas:
a) Divisores de 10:
b) Divisores de 385:
c) Divisores de 1221:
d) Divisores de 4561:
e) Divisores de 10723:
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f ) Divisores de 43279:
g) Divisores de 12347:
h) Divisores de 234565:
i) Divisores de 87659563:
j ) Divisores de 567986759:
2. ¿Cua´les de los nu´meros naturales evaluados con Prime Numbers 1.00
en el ejercicio anterior, resultaron ser nu´meros primos?
3. ¿Cua´l es el alcance que ofrece el programa Prime Numbers 1.00; cua´l
sera´ el mayor nu´mero primo que puede clasificarse con la ayuda de e´ste
software?
4. Muestra la lista de nu´meros primos que hay entre 1000 y 2000, haciendo
uso de Prime Numbers 1.00.
5. Verifica que la lista obtenida con Prime Numbers 1.00 es coherente con
la obtenida mediante el Generador De Nu´meros Primos y Gemelos.
6. Usa el programa para encontrar los nu´meros gemelos que hay entre:
a) 1000 y 2000.
b) 200 y 300.
c) 5500 y 6500.
7. Elabora un escrito en el que se fefleje el valor que has evidenciado en
los programas Prime Numbers 1.00, Generador De Nu´meros Primos y
Gemelos y el Test Dida´ctico construido en excel, como herramientas de
apoyo en la exploracio´n de nu´meros primos. Menciona semejanzas, dife-
rencias y alcance de cada uno de ellos, que hagan la diferencia respecto
de los otros.
8. Explora en internet mediante el buscador de google, otros programas
disen˜ados para el trabajo con nu´meros primos.
9. En la red de internet encuentras tambie´n juegos relacionados con nu´me-
ros primos; busca, juega y divie´rtete aprendiendo ma´s sobre nu´meros
primos.
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Figura 6.7: Primos de un rango dado
6.6. Criptograf´ıa
Desde que el hombre ha aprendido a comunicarse con textos escritos ha
considerado algunos de ellos como privados. Para ocultarlos, se ha empleado
y se sigue usando la criptograf´ıa. Esta cartilla pretende que los estudiantes
de edades entre los 10 y los 15 an˜os, quienes conforman el ciclo tres de la
nueva reorganizacio´n curricular, se aproximen a este campo que por otra
parte rodea nuestra vida cotidiana, con el uso de firmas digitales, acceso a
redes mediante el usuario y password, en las transacciones comerciales v´ıa
internet o en la informacio´n registrada en una tarjeta de cre´dito.
En esta seccio´n se introducira´ a los estudiantes del ciclo III, a manera de jue-
go, en el uso de la criptogra´f´ıa mediante mensajes que ellos quieran enviarse
entre s´ı secretamente; a partir del juego, ellos se internara´n en una de las
aplicaciones ma´s fascinantes, actuales y sofisticadas de los nu´meros primos:
el sistema de codificacio´n y decodificacio´n de mensajes RSA.
Se introducen en el desarrollo del tema algunas lecturas mediante las cuales
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se pretende ganar la atencio´n del estudiantado. Se les propondra´n diferen-
tes sistemas o claves para ocultar mensajes escritos; ellos los usara´n para
enviarse mensajes mutuamente de manera segura, creara´n sus propias cla-
ves y las compartira´n con el grupo de compan˜eros. Conocera´n en particular
los componentes escenciales del sistema criptogra´fico RSA, mediante el uso
dida´ctico de Expocrip, programa para computador que tambie´n usara´n para
compartir mensajes secretos y que sera´ determinante para que contemplen el
panorama actual del uso de los nu´meros primos y la descomposicio´n factorial
de nu´meros naturales dentro de la seguridad informa´tica
6.6.1. Mensajes ocultos
Las civilizaciones mas antiguas (egipcia, mesopota´mica, china, etc.) ya usa-
ban metodos para enviar mensajes secretos. Uno de los primeros me´todos de
encriptado que esta´ documentado es atribuido a Julio Cesar, que se basaba
en la sustitucio´n de las letras de un documento por la tercera letra que le
correspondiese en el alfabeto. As´ı la A se convert´ıa en una D, la B en E, etc.
Con el tiempo y debido principalmente a su uso militar, los sistemas crip-
togra´ficos fueron avanzando en complejidad, hasta llegar a nuestros d´ıas don-
de la informa´tica ha entrado en nuestras vidas y la necesidad de seguridad
al realizar nuestras operaciones aumenta.
Durante las de´cadas anteriores, los humanos estabamos acostumbrados a
enviar o recibir cartas postales que vienen encerradas en un sobre para que
su lectura estuviera reservada solo a su destinatario (quien fuera autorizado
a abrir el sobre). En el mundo virtual, en el caso del e-mail esto no es as´ı,
ya que lo que enviamos es la carta sin el sobre, es decir, sin nada que impida
su lectura por parte de cualquiera que pudiera interceptarla. ¿Queremos que
nuestras confidencias, nuestros nu´meros de tarjeta de cre´dito, nuestros saldos
en bancos, etc. sean vistos por cualquiera?
Pues bien, la creatividad humana es la que limita las maneras en que pode-
mos enviarnos mensajes secretos o confidenciales entre individuos o grupos
humanos. Tenemos la capacidad de inventar mu´ltiples co´digos secretos que
podemos compartir con aque´llos seres con quienes queremos lograr algo de
confidencialidad; sen˜ales, s´ımbolos, co´digos o estrategias de comunicacio´n de
datos secretos. La originalidad conlleva a los distintos niveles de dificultad
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de los co´digos para ser descifrados, pero debemos tener presente que los seres
humanos tambie´n han demostrado ser muy capaces de descifrar co´digos muy
complicados y en apariencia inaccesibles, que fueron creados por culturas an-
tiguas y de las ma´s diversas latitudes, como en el caso de los antropo´logos que
han logrado encontrarle significado a los jerogl´ıficos egipcios y mayas, con lo
que la humanidad ha conocido los altos desarrollos culturales y tecnolo´gicos
con que llegaron a contar esos grupos humanos de la antiguedad.
6.6.2. Actividad 10: Construyendo mensajes ocultos
1. Haz la lectura cuidadosa de la seccio´n 6.6.1 en compan˜´ıa de uno o dos
de tus compan˜eros de curso.
2. Conversa con tus compan˜eros del grupo de lectura sobre co´digos o
estrategias que puedan ser usados para enviarse mensajes entre ustedes.
3. Describan un co´digo o clave secreta que usara´n entre los compan˜eros
de grupo, para enviarse mensajes, evitando que el resto de compan˜eros
de curso, conozcan sus contenidos; pueden reducirse a sen˜as, gestos,
nu´meros, etc.
4. Cada uno de los grupos de lectura usara´ su co´digo creado, para compar-
tir mensajes entre los integrantes y retara´n a los compan˜eros de curso,
para que descifren lo que quieren comunicarse.
5. Observen, analicen y conversen sobre los co´digos usados por compan˜eros
de otros grupos al comunicarse mensajes, tratando de descifrarlos.
6. Todo el grupo de estudiantes del curso, jugara´ un par de rondas apli-
cando las reglas de EL VIAJE, liderado inicialmente por el docente (La
explicacio´n de las reglas del juego aparecen en la pro´xima seccio´n).
6.6.3. Juego del viaje
Un integrante del grupo hace las veces de anfitrio´n. E´l invitara´ a los dema´s
a un viaje: llevara´ consigo a los integrantes del grupo que logre descubrir
su clave secreta, la cual no pueden decir, sino solamente usar despue´s de
descubrirla. Se sugiere al docente iniciar con el juego, usando como clave,
objetos cuyo nombre inicie con la letra A.
121
El anfritrio´n dice: “Haremos un viaje: ira´n quienes lleven algo de lo necesario.
Yo llevare´ ARMAS: ¿Que´ llevara´s tu´? (dirigie´ndose a uno de los integran-
tes)”. El invitado mencionara´ el objeto que llevara´ y el anfitrio´n le dira´ si
puede o no ir, de acuerdo con su clave secreta: si el estudiante dice que que
llevara´ FRUTAS (por ejemplo), el anfitrio´n le contestara´ que no puede ir y
pasara´ a preguntarle al siguiente invitado (otro integrante del grupo). Si el
invitado dice que llevara´ AMIGOS, sera´ aprobado por el anfitrio´n y conti-
nuara´ el juego con el pro´ximo invitado (otro integrante del grupo). El juego
se repite en rondas, hasta que los participantes logren descubrir la clave se-
creta del viaje; se sabra´ que lo hicieron si despue´s de varias rondas, nadie se
equivoca al mencionar lo que llevara´, de acuerdo con la clave propuesta por
el anfitrio´n.
Las claves son muy diversas y dependen de la creatividad de quien haga las
veces de anfitrio´n. Se sugieren otras claves como:
1. Los objetos mencionados iniciara´n con la letra con la que termina la
palabra (objeto) mencionada por el jugador anterior.
2. Se usara´ en la primera palabra la letra A, en la segunda la letra B, en
la tercera la C, y as´ı sucesivamente hasta recorrer todo el alfabeto.
3. Se dira´n solo nombres de frutas.
4. Los objetos admitidos para el viaje, sera´n los que este´n dentro del
espacio en que se este´ jugando el juego.
5. Los objetos admitidos para el viaje sera´n los que componen un objeto
o sitio particular: una cocina, un ban˜o, una fa´brica, un computador,
etc.
El juego terminara´ cuando todos los jugadores hayan descubierto la clave o
hasta que el anfitrio´n lo considere, en caso de que se este´ poniendo muy dif´ıcil
el desciframiento de la clave; en ese momento podra´ hacer pu´blica su clave
y si desean seguir jugando, reiniciara´n el juego con una nueva clave y con la
moderacio´n de otro anfitrio´n participante.
6.6.4. Claves secretas
El movimiento SCOUT (SCOUTING en ingle´s, que significa explorar), fun-
dado por Robert Stephenson Smyth Banden- Powell a principios del siglo XX,
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Cuadro 6.4: Clave Cenit Polar
C E N I T
P O L A R
fue creado como una manera de combatir la delincuencia en inglaterra; pro-
mueve el desarrollo f´ısico, mental y espiritual de los jo´venes para que puedan
convertirse en buenos ciudadanos. Ya son muchos los pa´ıses que actualmente
cuentan con grupos SCOUTS.
Los distintos grupos Scouts de diferentes paises y e´pocas, han creado co´di-
gos secretos para la comunicacio´n entre sus integrantes. Con sus co´digos o
claves secretas encriptan mensajes que solo pueden descifrar quienes conocen
la clave. Algunas de esas claves han sido conocidas y usadas internacional-
mente y han tenido tanta popularidad en los grupos scouts, que se conocen
con nombres propios, tales como la clave MURCIELAGO, la clave CENIT
POLAR o la clave AGUJERITO.
La clave CENIT POLAR consiste en que al escribir las palabras del mensaje,
se intercambian las letras que aparezcan en la palabra CENIT respectivamen-
te con las que aparecen en la palabra POLAR; as´ı, por ejemplo observando el
cuadro 6.4, se tiene que el mensaje AMISTAD quedar´ıa encriptado como IMAS-
RID (A se cambio´ por I, I por A, T por R, y las letras que no aparecen ni en
CENIT ni en POLAR, se dejaron igual).
Una frase ma´s elaborada ser´ıa LOPOSARIMES DO USRODOS CITI OSRO RTIBIJE, que
al desencriptar mediante la clave del cuadro 6.4, resulta ser NECESITAMOS DE
USTEDES PARA ESTE TRABAJO.
Las claves MURCIELAGO y AGUJERITO, consisten en cambiar las letras
por nu´meros, tal como se ve respectivamente el los cuadros 6.5 y 6.6. Como
ejemplo observemos la que la encriptacio´n de la frase ESTAREMOS TODOS ALLA
SIN FALTA, queda as´ı:
En clave MURCIELAGO: 5ST72509S T9D9S 7667 S4N F76T7.
En clave AGUJERITO: 5S8165M9S 89D9S 1LL1 S7N F1L81.
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Cuadro 6.5: Clave Murcie´lago
M U R C I E L A G O
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cuadro 6.6: Clave Agujerito
A G U J E R I T O
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Otros sistemas de encriptacio´n conocidos son el co´digo MORSE o la clave
+3, atribu´ıda a Julio Ce´sar. La clave o co´digo MORSE fue desarrollado por
Alfred Vail mientras colaboraba en 1835 con Samuel Morse en la invencio´n del
tele´grafo ele´ctrico. Vail creo´ un me´todo segu´n el cual cada letra o nu´mero era
transmitido de forma individual con un co´digo consistente en rayas y puntos,
es decir, sen˜ales telegra´ficas que se diferencian en el tiempo de duracio´n de
la sen˜al activa. La duracio´n del punto es la mı´nima posible. Una raya tiene
una duracio´n de aproximadamente tres veces la del punto. Entre cada par
de s´ımbolos de una misma letra existe una ausencia de sen˜al con duracio´n
aproximada a la de un punto. Entre las letras de una misma palabra, la
ausencia es de aproximadamente tres puntos. Para la separacio´n de palabras
transmitidas el tiempo es de aproximadamente tres veces el de la raya. Morse
reconocio´ la idoneidad de este sistema y lo patento´ junto con el tele´grafo
ele´ctrico. Fue conocido como American Morse Code y fue utilizado en la
primera transmisio´n por tele´grafo.
6.6.5. Actividad 11: Pra´ctica de criptograf´ıa ba´sica
1. Realiza en compan˜´ıa de dos o tres compan˜eros, la lectura de la seccio´n
6.6.4 y comenten al respecto.
2. Usen respectivamente las claves MURCIELAGO y CENIT POLAR,
para encriptar el mensaje QUEREMOS CONSTRUIR UN MUNDO MEJOR
3. Las siguientes frases esta´n escritas en clave; descubre cual es la clave y
descifra el mensaje:
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a) GTILDOS LMOTES CTAMES OSRL SAOLDE USIDES OL NI IPRUINADID CITI OL-
VAIT MOLSIJOS EPUNRES PEL INRES LAVONOS DO SOGUTADID
b) 5X7S85 3N P69Y5C89 7N8561C79N1L Q35 P69M35V5 L1 B3SQ35D1 D5 N3M569S P67M9S
D5 M56S5NN5 S5 86181 D5L C9N9C7D9 27MPS
c) 840PS 5S 67 S4867 5N 4N865S Q15 S5 T27D135 3909 B1SQ15D7 P92 4NT52N5T D5
827ND5S N10529S D5 052S5NN5
4. Consulta en internet ma´s acerca del uso de la clave o co´digo MORSE.
5. Consulta la pa´gina http://www.gentedelsur.cl/scout/cenit.htm en la
que encontrara´s una herramienta para hacer ra´pidamente la encripta-
cio´n de tus mensajes mediante el uso de un programa para computador,
para las claves estudiadas en este taller.
6.6.6. Criptograf´ıa con RSA
La palabra criptolog´ıa proviene de las palabras griegas Krypto y logos y
siginifica estudio de lo oculto. Una rama de la criptolog´ıa es la criptograf´ıa,
que se ocupa del cifrado de mensajes. Esta se basa en que el emisor emite
un mensaje en claro, que es tratado mediante un cifrador con la ayuda de
una clave, para crear un texto cifrado. Este texto cifrado, por medio del
canal de comunicacio´n establecido, llega al descifrador que convierte el texto
cifrado, apoyandose en otra clave, para obtener el texto en claro original. Las
dos claves implicadas en el proceso de cifrado - descifrado pueden ser o no
iguales dependiendo del sistema de cifrado utilizado.
Existen sistemas de cifrado sime´trico y sistemas de cifrado asime´trico. Los
sistemas de cifrado sime´trico son aquellos que utilizan la misma clave para
cifrar y descrifrar un documento; el principal problema de seguridad reside
en el intercambio de claves entre el emisor y el receptor ya que ambos deben
usar la misma clave. Por lo tanto se tiene que buscar tambie´n un canal de
comunicacio´n que sea seguro para el intercambio de la clave; es importante
que dicha clave sea muy dif´ıcil de adivinar ya que hoy en d´ıa los computadores
pueden adivinar claves muy ra´pidamente. Por ejemplo, existe un algoritmo
de cifrado llamado DES (Data Encryption Standard), que usa una clave de 56
bits, lo que significa que hay 72 mil billones de claves posibles. Actualmente
ya existen ordenadores especializados que son capaces de probar todas ellas
en cuestio´n de horas. Hoy por hoy se esta´n utilizando ya claves de 128 bits
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que aumentan la cantidad de claves posibles (2 elevado a 128) de forma que
aunque se uniesen todos los ordenadores existentes en estos momentos no lo
conseguir´ıan en miles de millones de an˜os.
Los sistemas de cifrado asime´trico, tambie´n llamados sistemas de cifrado
de clave pu´blica, usan dos claves diferentes. Una es la clave pu´blica y se
puede enviar a cualquier persona y otra que se llama clave privada, que debe
guardarse para que nadie tenga acceso a ella. Para enviar un mensaje, el
remitente usa la clave pu´blica del destinatario para cifrarlo. Una vez que lo
ha cifrado, solamente con la clave privada del destinatario se puede descifrar;
ni siquiera el que ha cifrado el mensaje puede volver a descifrarlo. Por ello,
se puede dar a conocer perfectamente la clave pu´blica para que todo aquel
que se quiera comunicar con el destinatario lo pueda hacer.
El me´todo de encriptado de datos conocido como algoritmo RSA, por los
nombres de sus inventores (Rivest, Shamir y Adleman) es uno de los ma´s
usados hoy d´ıa para la transmisio´n segura de datos a trave´s de canales inse-
guros, como el caso de internet. Es un sistema criptogra´fico de clave pu´blica
basado en la factorizacio´n de nu´meros primos; contiene un nu´mero compuesto
de dos nu´meros primos muy grandes. La seguridad de este algoritmo radica
en el problema de la factorizacio´n de nu´meros enteros, pues los mensajes
enviados se representan mediante nu´meros, y el funcionamiento se basa en
el producto de dos nu´meros primos grandes elegidos al azar y mantenidos en
secreto. Actualmente estos primos son del orden de 10200, y se preve´ que su
taman˜o aumente con el aumento de la capacidad de ca´lculo de los compu-
tadores.
Como en todo sistema de clave pu´blica, cada usuario posee dos claves de
cifrado: una pu´blica y otra privada. Cuando se quiere enviar un mensaje, el
emisor busca la clave pu´blica del receptor, cifra su mensaje con esa clave, y
una vez que el mensaje cifrado llega al receptor, este se ocupa de descifrarlo
usando su clave privada. Se cree que RSA sera´ seguro mientras no se conozcan
formas ra´pidas de descomponer un nu´mero grande en producto de primos.
La computacio´n cua´ntica podr´ıa proveer de una solucio´n a este problema de
factorizacio´n.
Es relativamente fa´cil, mediante computadores y programas sofisticados de
hoy en d´ıa, multiplicar dos nu´meros grandes para conseguir un nu´mero com-
puesto, pero es muy dif´ıcil la operacio´n inversa. Mientras que 128 bits se
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considera suficiente en las claves de cifrado sime´trico, y dado que la tecno-
log´ıa de hoy en d´ıa se encuentra muy avanzada, se recomienda en este caso
que la clave pu´blica tenga un mı´nimo de 1024 bits (512 bits puede equivaler
a nu´meros de hasta 155 cifras).
6.6.7. Actividad 12: Explorando RSA
1. Realiza la lectura de la seccio´n 6.6.6 y consulta en internet para pro-
fundizar sobre el tema en los siguientes aspectos:
a) En que´ asuntos se hace uso de la tecnolog´ıa del sistema RSA, para
aplicaciones pra´cticas.
b) Que´ programas son usados para calcular productos de nu´meros
primos grandes.
c) Cua´ntas cifras tiene el nu´mero primo ma´s grande que actualmente
se conoce.
d) Cua´ndo fue creado el sistema RSA.
e) Por que´ sera´n tan inseguras las claves MURCIELAGO, MORSE,
CENIT POLAR y otras similares.
2. Usa alguno de los programas de software libre utilizados en la seccio´n
6.5 y una hoja de ca´lculo de excel, para hallar:
a) Un nu´mero primo de 9 cifras.
b) Un nu´mero compuesto, cuya descomposicio´n corresponda al pro-
ducto de dos primos del taman˜o de cinco cifras.
c) El producto entre un primo de 8 cifras y uno de 7 cifras.
d) La factorizacio´n prima de:
1) 583
2) 11993
3) 1028513
4) 26649241
5) 541536781
3. Cua´l es el ma´ximo de cifras que debe tener un nu´mero para que se
pueda factorizar con ayuda de los programas de la seccio´n 6.5.
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4. Que´ programas pueden ser usados para factorizar nu´meros con ma´s de
100 cifras.
6.6.8. Aritme´tica modular
Para poder ver una situacio´n concreta del uso del sistema criptogra´fico RSA,
es necesario primero explicar como funciona la aritme´tica modular en la que
e´ste se basa, pues al comprender algunas propiedades de las congruencias se
entiende el grado de seguridad del sistema y co´mo es que se hallan las claves
que se usan tanto para encriptar (clave pu´blica) como para desencriptar
(clave privada).
La aritme´tica modular se trabaja con subconjuntos finitos de nu´meros ente-
ros: los conjuntos de todos los nu´meros enteros que tienen el mismo residuo
al dividirlos entre n. Por ejemplo, la aritme´tica mo´dulo 7 viene dada por
el conjunto {0,1,2,3,4,5,6}, y para representar cualquier nu´mero entero en
este conjunto, bastara´ con tomar su resto despue´s de dividirlo por 7. As´ı,
por ejemplo, el nu´mero 64 correspondera´ a 1 mo´dulo 7, ya que si dividi-
mos 64 entre 7, nos queda como resto 1. En otras palabras, podemos poner
64 = k×7 + 1, donde k sera´ un nu´mero entero cuyo valor no nos va a impor-
tar. Ana´logamente, 17 = k × 7 + 3 muestra que 17 corresponde a 3 mo´dulo
7, 57 = k× 7 + 1 muestra que 57, al igual que 64, corresponde a 1 mo´dulo 7,
etc.
Las congruencias suelen escribirse como
a ≡ b(mod m)
lo que en general significa que el nu´mero a corresponde a b mo´dulo m; para
los casos mencionados anteriormente se tendr´ıa:
17 ≡ 3(mod 7)
64 ≡ 1(mod 7)
57 ≡ 1(mod 7)
Pues bien, dentro de estos conjuntos se pueden definir fa´cilmente las opera-
ciones aritme´ticas suma, resta y multiplicacio´n: bastara´ con sumar, restar o
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multiplicar y luego tomar el mo´dulo correspondiente. Siguiendo con nuestro
ejemplo, el producto de 3 por 5 mo´dulo 7 es precisamente 1:
3× 5 = 15
15 = 2× 7 + 1
Al igual que con los nu´meros reales, si el producto de dos nu´meros vale 1,
diremos que uno es el inverso del otro, por lo que 3 es el inverso de 5 mo´dulo
7. Una vez que tenemos la nocio´n de inverso de un nu´mero en aritme´tica
modular, podemos definir la operacio´n divisio´n a/b como el producto de a
por el inverso de b. Por ejemplo, 4/3 sera´ igual a 4× 5 = 20 que corresponde
a 6 mo´dulo 7.
Existe una propiedad muy interesante, y es que un nu´mero a tiene inverso
mo´dulo n siempre y cuando el ma´ximo comu´n divisor entre a y n, sea 1.
Fija´ndose un poco, en el ejemplo anterior, el mo´dulo empleado es un nu´mero
primo, por lo que podemos concluir que todos los nu´meros menores que 7 (ex-
cepto el cero) tienen inverso mo´dulo 7. En general, se define la funcio´n ϕ(n)
como la cantidad de nu´meros que tienen inverso mo´dulo n. En particular, si
n puede descomponerse en dos nu´meros primos p y q, ϕ(n) = (p−1)∗(q−1).
Otra propiedad que nos interesa (Conocida como teorema Totient de Euler)
es que si multiplicamos un nu´mero a (distinto de cero) coprimo con n, por
s´ı mismo ϕ(n) veces, obtenemos 1 mo´dulo n, y en esto es precisamente en lo
que se apoya RSA.
6.6.9. Primos en RSA
A continuacio´n se presentan de manera resumida, los pasos que deben llevarse
a cabo para la encriptacio´n (ciframiento) y desencriptacio´n (desciframiento)
mediante el algoritmo RSA:
1. Se eligen dos nu´meros primos p y q.
2. Se calcula n = p× q
3. Se calcula ϕ(n) = (p− 1)(q − 1)
4. Se elige la clave pu´blica e, tal que 1 < e < ϕ(n) y el ma´ximo comu´n
divisor (e, ϕ(n)) = 1 (para que tenga inverso)
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5. Se calcula la clave privada d, siendo e× d ≡ 1 (mod ϕ(n))
6. Para cifrar el mensaje se sustituyen los valores de la clave pu´blica en
la fo´rmula C = M e (mod n), donde M es el mensaje a encriptar y C es
el mensaje encriptado.
7. Para descifrar el mensaje se usa, ana´logamente, la fo´rmulaD = Cd(modn),
donde D equivale al mensaje desencriptado.
Para lograr que sea ma´s dif´ıcil la descomposicio´n en factores primos del
nu´mero n, se debe elegir a p y a q, de manera que cumplan las siguientes
condiciones (sera´n de los llamados primos fuertes):
1. El ma´ximo comu´n divisor ((p− 1), (q − 1)) debe ser pequen˜o.
2. p− 1 y q− 1 deben tener algu´n factor primo grande p′ y q′ respectiva-
mente.
3. Tanto p′ − 1 como q′ − 1 deben tener factores primos grandes.
4. Tanto p′+ 1 como q′+ 1 deben tener factores primos grandes.
5. Las dos primeras condiciones se cumplen si tanto p−1
2
como q−1
2
son
primos.
Vamos a poner un ejemplo para comprender mejor: supongamos que n =
5×11 = 55, entonces ϕ(n) = 4×10 = 40. Sea e = 7, cuya inverso mo´dulo 40
es 23, ya que 7× 23 = 161 y 161 ≡ 1(mod 40), dado que 161 = 4× 40 + 1.
Nuestra clave pu´blica sera´ (55,7), y nuestra clave privada sera´ 23. Para cifrar
ahora el nu´mero 2 bastara´ con calcular 27 = 128 y 128 = 2× 55 + 18, lo que
significa que
27 ≡ 18(mod 55)
Calculando a la inversa, se obtiene
1823 ≡ 2(mod 55)
Para hacer los ca´lculos de manera ra´pida se parte del hecho de que en las
congruencias mo´dulo m se cumple que:
Si a ≡ b(mod m) y c ≡ d(mod m), entonces a× c ≡ b× d(mod m).
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Cuadro 6.7: “HOLA” en co´digo ASCII
LETRA ASCII ASCII
A CIFRAR DECIMAL HEXADECIMAL
H 72 48
O 79 4F
L 76 4C
A 65 41
La vulnerabilidad de RSA esta´ precisamente en que si conocemos los facto-
res de n podemos calcular fa´cilmente el valor de ϕ(n), por lo que un ata-
cante tendr´ıa que factorizar n si quiere calcular nuestra clave privada d, lo
cual resulta pra´cticamente imposible si n es lo suficientemente grande. En la
pra´ctica, encontrar esta factorizacio´n para nu´meros grandes requiere mucho
tiempo de trabajo de un computador potente y un software sofisticado.
Mediante el co´digo RSA se pretende enviar el mensaje “HOLA”, para lo cual
lo primero que debe tenerse en cuenta es que cada una de las letras que
conforman el mensaje, se enviara´ utilizando su representacio´n ASCII, de la
cual existen muchas fuentes de consulta (ver cuadro 4.1). Se acostumbra a
hacerlo de esta menera porque todos los ca´lculos requeridos para el cifra-
miento o desciframiento del mensaje, se realizan desde luego con nu´meros;
puede hacerse usando cualquiera de los sistemas nume´ricos decimal, octal,
hexagesimal, etc.
En el cuadro 6.7 observamos las equivalencias ASCII de las respectivas letras
de la palabra “HOLA”; aunque puede procesarse en bloque el ciframiento, es
decir tomando de manera continua las equivalencias nume´ricas de las letras,
para un mejor entendimiento, aqu´ı se hara´ la codificacio´n de cada letra por
separado, usando las claves ya elegidas anteriormente.
Entonces el encriptamiento estara´ dado por:
1. De la letra “H”, cuya representacio´n ASCII es 72, se tendra´
8 = 727 (mod 55)
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2. De la letra “O”, cuya representacio´n ASCII es 79, se tendra´
29 = 797 (mod 55)
3. De la letra “L”, cuya representacio´n ASCII es 76, se tendra´
21 = 767 (mod 55)
4. De la letra “A”, cuya representacio´n en ASCII es 65, se tendra´
10 = 657 (mod 55)
Es usualmente claro para los corresponsales, que la informacio´n se cono-
cera´ en sistema hexadecimal, de manera que puedan realizar debidamente
tanto el cifrado como el descifrado de los mensajes. En el caso particular que
se ha tomado, puede observarse la inconveniencia de usar nu´meros primos tan
pequen˜os: primero porque factorizar n = 55 no conlleva ninguna dificultad, y
segundo porque al desencriptar el mensaje, los resultados no coinciden exac-
tamente con la codificacio´n ASCII, pero s´ı se obtienen nu´meros congruentes
mo´dulo n = 55, con los respectivos nu´meros del co´digo ASCII.
El encriptador o remitente, env´ıa el mensaje representado en ASCII como 72
79 76 65 en sistema decimal; al cifrarlo obtiene 8 29 21 10, que por haber sido
cifrado letra por letra, equivale a los mismos s´ımbolos en sistema hexadecimal,
y es lo que llega al destinatario, quien luego al convertirlo, obtiene los residuos
mo´dulo 55 como se muestra a continuacio´n; se desencripta uno por uno en
orden, cada nu´mero de la cifra (8, 29, 21, 10).
1. 17 = 823 (mod 55) y 72 ≡ 17 (mod 55)
2. 24 = 2923 (mod 55) y 79 ≡ 24 (mod 55)
3. 21 = 2123 (mod 55) y 76 ≡ 21 (mod 55)
4. 10 = 1023 (mod 55) y 65 ≡ 10 (mod 55)
Los desfaces en los ca´lculos provienen del hecho de que los co´digos ASCII de
las letras de la palabra “HOLA”, son todos mayores al mo´dulo n = 55 que se
eligio´, pero esta situacio´n nunca se tendra´ con primos de aproximadamente
100 cifras.
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Figura 6.8: Expo Crip
Una vez que se ha tenido el ejemplo anterior, es posible ahora con mayor
confianza adentrarnos en una situacio´n ma´s compleja; desarrollaremos una
clave mediante el uso de primos ma´s grandes que los usados anteriormente,
y cifraremos el mensaje “Necesitamos ayuda”.
6.6.10. Trabajando con Expo Crip
Al aumentar el grado de dificultad en el ejercicio, se aprovecha para mostrar
un software que ha sido disen˜ado para el dominio de la criptograf´ıa, usan-
do los criptosistemas RSA, El Gamal y DDS; se trata del software llamado
Expo Crip, que no solo encripta y desencripta mensajes, sino que ayuda a
establecer las claves, factoriza nu´meros, calcula las raices primitivas de un
primo, adema´s de ser un excelente test de primalidad y prestar utilidad para
quienes deseen realizar ataques a claves secretas de terceros.
Aunque Expo Crip ofrece listados de nu´meros primos hasta de 40 cifras,
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Cuadro 6.8: Mensaje en ASCII
LETRA N e c e s i t a m o s
Ascii10 78 101 99 101 115 105 116 97 109 111 115 32
Ascii16 4E 65 63 65 73 69 74 61 6D 6F 73 20
LETRA a y u d a
Ascii10 97 121 117 100 97
Ascii16 61 79 75 64 61
adema´s de mostrar un listado de nu´meros fuertes, aqu´ı tomamos los primos
ma´s grandes con que contamos en la tabla 6.10, la cual se ha obtenido me-
diante dos software de uso libre: con PrimeNumbers 1.00 se han calclulado
inicialmente y con Generador de nu´meros primos 2.5 se han confirmado.
Sean entonces p = 5483 y q = 5501, de manera que n = 30161983, ϕ(n) =
(5482)(5500) = 30151000, de donde e = 159 se selecciona entre las mu´ltiples
opciones que existen. Para el caso entonces se tiene:
Clave Pu´blica: (159, 30161983).
Clave Privada: (5499239, 30161983).
Puede verse en la figura 6.8, que el usuario solo introduce los valores primos
y la clave que selecciona como pu´blica; una vez se tienen los datos necesarios,
se selecciona el modo Cifrar/Descifrar y el programa nos ofrece las opciones
de cifrar o descifrar en modo de texto o en modo nume´rico con notacio´n
decimal o hexadecimal.
Para nuestro caso, usaremos la plantilla de co´digos ASCII que nos ofrece el
programa o la que tenemos en la figura 4.1; de cualquier modo, podemos
traducir nuestra frase a modo decimal, caracter por caracter, como se mues-
tra en el cuadro 6.8. Para ir generando el ciframiento, tomamos el modo
Cifrar en Hexadecimal, iremos escribiendo cada co´digo Ascii en el espacio
correspondiente, uno por uno, y damos la orden Cifrar para que Expo Crip
automa´ticamente nos genere el correspondiente cifrado, de acuerdo con los
primos y la clave pu´blica seleccionada; la figura 6.9 muestra el caso del cifra-
miento de la letra N.
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Figura 6.9: Encriptamiento de N
Despue´s de ingresar uno por uno los Ascii de las letras que componen el
mensaje se tiene:
MENSAJE ORIGINAL
Necesitamos ayuda
MENSAJE CIFRADO
17B1818 DF2907 436A98 DF2907 782943 2B3608 188CFE7 8A3A98
1883F1E 1006A70 782943 3CB588 8A3A98 67611B 154E959 425D7C
8A3A98
6.6.11. Actividad 13: Pruebas con Expo Crip
1. Prueba el programa Expo Crip, en el modo RSA (su ı´cono es el candado
redondo abierto) y determina lo que pasa cuando:
a) Se introducen los valores primos p y q.
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b) Se introduce un valor no primo para p o para q.
c) Si dados los primos correctamente, se introduce un valor de clave
pu´blica que no sea coprimo con el nu´mero de Euler.
d) Se introducen valores de primos menores que 100.
2. Ahora, desplegando primero el modo Herramientas (cuyo ı´cono es el
martillo que forma cruz con a llave), describe lo que all´ı encuentras;
explora uno a uno los ı´conos que surgen.
3. Abre el test de primalidad (cuyo ı´cono es la varita azul), prue´balo
incluyendo las sugerencias que se dan a continuacio´n y explicando lo
que sucede en cada caso.
a) Escribiendo nu´meros naturales al azar.
b) Escribiendo nu´meros primos conocidos, por ejemplo toma´ndolos
de del cuadros 6.10, o del listado de primos que surgen en el modo
Herramientas.
c) Escribiendo nu´meros grandes, ¿cua´l es el ma´ximo de d´ıgitos que
acepta el programa?
d) Encuentra dos nu´meros primos de ma´s de 10 d´ıgitos.
e) ¿Que´ otro uso puedes darle al test de primalidad que all´ı aparece?
4. Despliega, tambie´n desde el modo Herramientas, el factorizador de
nu´meros (´ıcono amarillo en forma de rayo) y prue´balo describiendo
lo que pasa cuando.
a) Se introduce algu´n nu´mero primo.
b) Se introduce un nu´mero compuesto.
5. Alterna el uso del test de primalidad con el factorizador; selecciona
nu´meros clasificados como no primos y encuentra sus respectivos fac-
tores primos. Intenta con nu´meros grandes y escribe los resultados.
6. Introduce nuevamente los datos usados para encriptar el mensaje “Ne-
cesitamos ayuda” (en el modo RSA) y realiza la comprobacio´n del des-
ciframiento; escoge la opcio´n Cifrar/Descifrar, cifrar en hexadecimal,
e introduce uno a uno los co´digos resultantes en el proceso de cifra-
miento; debera´s notar que en efecto se trata del proceso inverso, ya que
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debera´n ir apareciendo los co´digos Acci de las letras que componen el
mensaje original.
7. Aplica el procedimiento completo del ejemplo, para cifrar los siguientes
mensajes, escogiendo tus propias claves:
a) Hola.
b) La cita es a las 8:00.
c) PRECAUCIO´N: Se acerca el enemigo.
8. Expo Crip es u´til para conocer un criptosistema RSA completo, si los
nu´meros primos usados para su construccio´n no son suficientemente
grandes.Sabiendo que la clave pu´blica es (345, 15755557), intenta des-
encriptar los siguientes mensajes:
a) 83826D 98053 AF735A 1585D 98CF42 AF735A 1585D 98053
b) BDD582 62392E AA046F
c) 3E16D0 1F0A18 387B4D 68F8E 1F0A18 D4156C
3C7D4D 172200 9D20C2 3FFE3A A5865E 3FFE3A
CA5ABD 68F8E 461114 AA046F 303D85
9. Podr´ıas profundizar en tus conocimientos, consultando co´mo funcionan
los criptosistemas El Gamal y DDS, incluidos tambie´n en Expo Crip.
10. Averigua co´mo funciona lo de las firmas digitales y usa Expo Crip para
crear una.
6.6.12. Proyecto GIMPS
La factorizacio´n de un nu´mero en producto de primos esconde en s´ı misma
dos problemas matema´ticos: reconocer si un nu´mero es primo o no y encon-
trar la factorizacio´n. Si queremos factorizar un nu´mero de 300 d´ıgitos que
es producto de dos primos de gran taman˜o, con los me´todos actuales nece-
sitar´ıamos alrededor de un siglo. Por ello el criptosistema RSA es altamente
u´til para el env´ıo de mensajes que exijan el mayor nivel de seguridad posible,
por eso su estructura es usada para la seguridad informa´tica, para la pro-
teccio´n de informacio´n financiera, el manejo de claves personales, tarjetas de
cre´dito, etc. RSA resulta hoy d´ıa ser poco menos que invulnerable.
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Debe tenerse en cuenta que la dificultad de factorizar grandes nu´meros es un
tema abierto. Actualmente el me´todo de factorizacio´n ma´s ra´pido conocido
es la Criba Nume´rica Especial de Campo (Special Number Field Sieve), pero
no esta´ demostrado que no haya otro mejor. Si se descubre un me´todo de
tiempo polino´mico (esto es, cuyo tiempo de ejecucio´n dependa del nu´mero N
de cifras como Na), cualquier producto de nu´meros primos podra´ factorizarse
con relativa facilidad. No obstante, desde 1978 se han estudiado muchas
variantes de este tipo de claves y parece ser que RSA continu´a siendo el
sistema ma´s eficaz y seguro, ya que probablemente pasara´n muchos an˜os
antes de que la humanidad logre superar sus retos.
GIMPS: Great Internet Mersenne Prime Search, el proyecto de bu´squeda
por internet de nu´meros de Mersenne cada vez ma´s grandes, desde 1996 ha
estado retando y premiando a participantes de todo el mundo, quienes desde
sus casas y con una pasio´n asegurada por el tema de los nu´meros primos y la
descomposicio´n factorial de naturales, trabajan en el proyecto colaborativo,
buscando un record mundial con un nuevo nu´mero primo de Mersenne.
Puedes ser parte de GIMPS y podra´s hacerte part´ıcipe procurando hallar
nuevos primos que superen el record de los 13 millones de cifras, o hallando
me´todos de factorizacio´n que sean ma´s eficiences y eficaces, con el tratamiento
de cualquier compuesto de 200 o ma´s cifras.
6.6.13. Actividad 14: Invitacio´n a GIMPS
1. Visita la pa´gina de internet de GIMPS en www.mersenne.org y ente´rate
de su funcionamiento y actividad.
2. Inscr´ıbete a GIMPS para que puedas contar con programas sofisticados
de bu´squeda de nu´meros primos de Mersenne.
6.6.14. Anexo: Primos hasta 5501
138
Cuadro 6.9: Primos Hasta 5501 Parte I
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31
37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79
83 89 97 101 103 107 109 113 127 131 137
139 149 151 157 163 167 173 179 181 191 193
197 199 211 223 227 229 233 239 241 251 257
263 269 271 277 281 283 293 307 311 313 317
331 337 347 349 353 359 367 373 379 383 389
397 401 409 419 421 431 433 439 443 449 457
461 463 467 479 487 491 499 503 509 521 523
541 547 557 563 569 571 577 587 593 599 601
607 613 617 619 631 641 643 647 653 659 661
673 677 683 691 701 709 719 727 733 739 743
751 757 761 769 773 787 797 809 811 821 823
827 829 839 853 857 859 863 877 881 883 887
907 911 919 929 937 941 947 953 967 971 977
983 991 997 1009 1013 1019 1021 1031 1033 1039 1049
1051 1061 1063 1069 1087 1091 1093 1097 1103 1109 1117
1123 1129 1151 1153 1163 1171 1181 1187 1193 1201 1213
1217 1223 1229 1231 1237 1249 1259 1277 1279 1283 1289
1291 1297 1301 1303 1307 1319 1321 1327 1361 1367 1373
1381 1399 1409 1423 1427 1429 1433 1439 1447 1451 1453
1459 1471 1481 1483 1487 1489 1493 1499 1511 1523 1531
1543 1549 1553 1559 1567 1571 1579 1583 1597 1601 1607
1609 1613 1619 1621 1627 1637 1657 1663 1667 1669 1693
1697 1699 1709 1721 1723 1733 1741 1747 1753 1759 1777
1783 1787 1789 1801 1811 1823 1831 1847 1861 1867 1871
1873 1877 1879 1889 1901 1907 1913 1931 1993 1949 1951
1973 1979 1987 1993 1997 1999 2003 2011 2017 2027 2029
2039 2053 2063 2069 2081 2083 2087 2089 2099 2111 2113
2129 2131 2137 2141 2143 2153 2161 2179 2203 2207 2213
2221 2237 2239 2243 2251 2267 2269 2273 2281 2287 2293
2297 2309 2311 2333 2339 2341 2347 2351 2357 2371 2377
2381 2383 2389 2393 2399 2411 2417 2423 2437 2441 2447
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Cuadro 6.10: Primos Hasta 5501 Parte II
2459 2467 2473 2477 2503 2521 2531 2539 2543 2549 2551
2557 2579 2591 2593 2609 2617 2621 2633 2647 2657 2659
2663 2671 2677 2683 2687 2689 2693 2699 2707 2711 2713
2719 2729 2731 2741 2749 2753 2767 2777 2789 2791 2797
2801 2803 2819 2833 2837 2843 2851 2857 2861 2879 2887
2897 2903 2909 2917 2927 2939 2953 2957 2963 2969 2971
2999 3001 3011 3019 3023 3037 3041 3049 3061 3067 3079
3083 3089 3109 3119 3121 3137 3163 3167 3169 3181 3187
3191 3203 3209 3217 3221 3229 3251 3253 3257 3259 3271
3299 3301 3307 3313 3319 3323 3329 3331 3343 3347 3359
3361 3371 3373 3389 3391 3407 3413 3433 3449 3457 3461
3463 3467 3469 3491 3499 3511 3717 3527 3529 3533 3539
3541 3547 3557 3559 3571 3581 3583 3593 3607 3613 3617
3623 3631 3637 3643 3659 3671 3673 3677 3691 3697 3701
3709 3719 3727 3733 3739 3761 3767 3769 3779 3793 3797
3803 3821 3823 3833 3847 3851 3853 3863 3877 3881 3889
3907 3911 3917 3919 3923 3929 3931 3943 3947 3967 3989
4001 4003 4007 4013 4019 4021 4027 4049 4051 4057 4073
4079 4091 4093 4099 4111 4127 4129 4133 4139 4153 4157
4159 4177 4201 4211 4217 4219 4229 4231 4241 4243 4253
4259 4261 4271 4273 4283 4289 4297 4327 4337 4339 4349
4357 4363 4373 4391 4397 4409 4421 4423 4441 4447 4451
4457 4463 4481 4483 4493 4507 4513 4517 4519 4523 4547
4549 4561 4567 4583 4591 4597 4603 4621 4637 4639 4643
4649 4651 4657 4663 4673 4679 4691 4703 4721 4723 4729
4733 4751 4759 4783 4787 4789 4793 4799 4801 4813 4817
4831 4861 4871 4877 4889 4903 4909 4919 4931 4933 4937
4943 4951 4957 4967 4969 4973 4987 4993 4999 5003 5009
5011 5021 5023 5039 5051 5059 5077 5081 5087 5099 5101
5107 5113 5119 5147 5153 5167 5171 5179 5189 5197 5209
5227 5231 5233 5237 5261 5273 5279 5281 5297 5303 5309
5323 5333 5347 5351 5381 5387 5393 5399 5407 5413 5417
5419 5431 5437 5441 5443 5449 5471 5477 5479 5483 5501
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Conclusiones
1. El estudio acerca de la clasificacio´n de naturales como primos o com-
puestos es un asunto de intere´s vigente para la ciencia, pues au´n no ha
sido hallado ningu´n me´todo ni fo´rmula alguna, que permita clasificar
cualquier nu´mero natural; se ha llegado a encontrar nu´meros primos
con gran nu´mero de cifras (el ma´s grande hallado tiene casi 13 millones
de d´ıgitos) y a factorizar nu´meros con ma´s de 150 cifras, de manera
eficiente, pero sigue causando intere´s el reto de trabajar cada vez con
nu´meros ma´s grandes.
2. El uso de herramientas tecnolo´gicas, software educativo o software es-
pecializado en ca´lculos nume´ricos, puede ser usado por estudiantes para
comprender y valorar los avances de la ciencia y la tecnolog´ıa en la re-
solucio´n de problemas que se remontan a tiempos antiguos, como es
el caso de la bu´squeda de nu´meros primos cada vez ma´s grandes y la
bu´squeda de me´todos eficentes y eficaces que permitan la factorizacio´n
en factores primos, de nu´meros naturales con muchas cifras.
3. La aplicacio´n de la factorizacio´n de nu´meros naturales dentro del crip-
tosistema RSA, resulta ser un pretexto para motivar el intere´s de los
estudiantes de tercer ciclo escolar, al iniciar o profundizar en el estudio
de los nu´meros primos.
4. El aprendizaje de los nu´meros primos y la factorizacio´n de nu´meros na-
turales, cobra mayor sentido cuando se implementa a partir del desa-
rrollo histo´rico de los conceptos impl´ıcitos; los estudiantes valoran el
legado que han dejado muchas personas a trave´s de la historia para
llegar al estado actual de conocimientos acerca del tema.
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